Proyecto MaTEX

Complejos

Fco Javier Gonzalez Ortiz

Directorio
s Tabla de Contenido
» Inicio Articulo

© 2004 javier.gonzalezQunican.es
D.L.:SA-1415-2004

MATEMATICAS

1° Bachillerato

<4 Doc Doch

ISBN: 84-688-8267-4
Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/
mailto:javier.gonzalez@unican.es

Tabla de Contenido

1. Introduccién
1.1. Las potencias de i

2. Forma binémica de un niimero complejo
2.1. Representacién grafica
2.2. Operaciones en forma binémica
e Suma en forma binémica e Producto en forma binémica e Co-
ciente en forma binémica

3. Forma polar de un nimero complejo
3.1. Forma trigonométrica de un nimero complejo
3.2. Producto en forma polar
3.3. Divisién en forma polar
3.4. Potencia en forma polar
3.5. Raiz n-ésima de un complejo

Soluciones a los Ejercicios

Soluciones a los Tests

MATEMATICAS
1° Bachillerato

r=A+iu

-

<
s=B+py

CIENCIAS

<4 Doc Doch

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

Seccién 1: Introduccion 3

1. Introduccién

Vamos a clasificar los nimeros como soluciones de las ecuaciones. Observa
las siguientes ecuaciones:

= £+ 3 =8= 2 =25 tiene solucién en los naturales N’

» z+3=1= 2= —2 tiene solucién en los enteros Z

5 . ., .
n 2r=5=ux= 5 tiene solucién en los racionales Q

» 22 =2 = 2 = +/2 tiene solucién en los reales R
Se tiene asi que el sistema de ntmeros se ha ido ampliando

NCZCcQCR

Ahora observa la ecuacién
z2=-1
que como sabes no hay ningiin nimero cuyo cuadrado sea negativo. En el siglo
XVI “inventaron” un nimero que cumple la ecuaciéon anterior y llamaron la
unidad imaginaria, i.
Es decir definimos la unidad imaginaria i como un ndmero ( no real) que
cumple

i =—1 (1)
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1.1. Las potencias de i

Unicamente hay cuatro potencias distintas de i:

i=i P=it-i=i

2= 1 if=it.i2=—1

=i i=—i iT =it i =i Mal

it=1 "= (-1)(-1) =1 i*=i' it =1
Si seguimos calculando potencias solo aparecen

{1,-1,4,—i}
Asi por ejemplo
TN (1) L .
Ejercicio 1. Efectia las siguientes potencias de i:
a) % b) 64 ¢) 8 d) {107

Ademas, ahora podemos expresar las soluciones de las siguientes ecua-

ciones:
22 49=0= 1 ==4v-9=4vV9/—1=43i
224+16=0= 1 = +v/—16 = £V/16v/—1 = +4i

<4 Doc Doch
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Ejemplo 1.1. Resuelve la ecuacién z? 4 8z + 25 =0 Al
Solucion: Resolvemos la ecuacion sustituyendo v/ —1 por i. M\
—84++64—4 -25 e
€= 2 CIENCIAS
—8++v—-36
2 Mal
_ —8E6+v-1
B 2
=—4+3i
O
Ejemplo 1.2. Comprueba que —4 + 31i verifica 2% + 8z 4+ 25 =0
Solucion: Sustituimos y operamos de forma natural
(—4 +31)? +8(—4+3i) + 25 =16 — 24i + 9i>
—32+4+24i+ 25
=9 + 9i®
=9+4+9(-1)=0
O
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Estos nuevos “numeros” de la forma
a+bi

los llamamos numeros complejos en forma bindémica y decimos que a es la
parte real y b la parte imaginaria. Un modelo para comprenderlos consiste en
representarlos en el plano

2. Forma binémica de un nimero complejo

2.1. Representacién grafica

Un complejo en forma binémica C
a+bi thr------------ a + b

|
se representa mediante un vector :
con origen el punto O(0,0) y ex- |
tremo el punto de coordenadas I
A(a,b). Al punto A(a,b) se le lla- :
ma afijo del complejo 0 L'l

Ejercicio 2. Representar los siguientes complejos en el plano:
a) 3+ 1 b) 21 c) —2+3i d) —2
e) —2— 1 f) 2—2i g) 2 <« Doc Doc bk
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2.2. Operaciones en forma binémica

e Suma en forma binémica

Para sumar niimeros complejos en forma binémica se suman la parte real
y la parte imaginaria.
Ejemplo 2.1. Hallar la suma (5+ @) + (1 — 314) :

Solucion:

(54+4)+(1-3i)=65+1)+(1-3)i

=6 —21
O
Ejemplo 2.2. Efectuar la suma 3 - (5+ ) +2- (1 — 34) :
Solucion:
3.5+ i) +2-(1—3i) =(15+34) + (2 — 64)
=(15+2)+(3—-6)1)
=17 -3
O
Ejercicio 3. Efectua las operaciones:
a) (245i)+ (3 —21) b) (2—24)+ (24 24)
c) b+ 1)+2(1—3%) d) (2—41)—(3—31)
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® Producto en forma binémica

Para multiplicar ntimeros complejos en forma bindmica se multiplican de
forma algebraica natural, teniendo en cuenta que el termino i2=-1.
Ejemplo 2.3. Hallar el producto (5+ ) - (1 —31) :

Solucion:

(5414)-(1—3i)=5—-155+1i— 342

=5—-15i+i+3
=8 — 141
O
Ejemplo 2.4. Hallar el producto (2 + @) - (1 — i) :
Solucion:
2+i)-(1—i)=3—1i
O
Ejercicio 4. Efectia las operaciones:
a) (2+514)-(3—24) b) (2—21)-(2+24)
) (5+ 1) (1—3%) d) (2—4i)-(3—34%)

) (
) (242i)-(1—54)-(2+34)
£) (L+54)-(—i) — (44 31) - (4 —31)
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Definicion 2.1

Llamamos conjugado de un numero com- C
plejo z = a4+ bi al complejo [ RN
zZ=a—bi

es decir sus partes imaginarias son opues-
tas. Al conjugado de z lo vamos a repre-
sentar por z.

—bF------------ a—bi

Ejercicio 5. Demostrar que la suma de dos niimeros complejos conjugados
es un numero real:

Ejercicio 6. Demostrar que el producto de dos nimeros complejos conjuga-
dos es un numero real:

<4 Doc Doch
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ac! era

L, r=A+Au

e Cociente en forma binémica

Para dividir nimeros complejos en forma bindmica se multiplica numer-
ador y denominador por el conjugado del denominador.

B

. s=B+u;
— 1 CIENCIAS

3
Ejemplo 2.5. Hallar el cociente -
3+ 1

Solucidn: Ma ‘

3—i 3—i 3—i 9-3i—31+4

3+i 34+ 3—4i 9 — 42
_8_6i_§_£i
100 10 10
O
2
Ejemplo 2.6. Hallar el cociente —: L
Solucion:
94 i 94 —i
T2 TN gy
i i —1
O
Ejercicio 7. Hallar los cocientes:
2— 14 3—1
b
9 575 ) 343
5—21 7
d
C) 3+2i ) 1+ <4 Doc Doch
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r=A+iu

3. Forma polar de un nimero complejo
Definicion 3.1 ' 3

<

Un nimero complejo z = a+b1 C s

se puede caracterizar por su o e
modulo o magnitud m = |z| |
y por el dngulo que determi- |2 |
na con la parte positiva del eje |
Ozx. En el grdfico se aprecia |
que el modulo por el teorema © :
de Pitagoras corresponde a: 0 a

m = |z| = Va?+b?

y el dngulo ¢ que llamamos argumento verifica

b b
tanp = p — @ = arctan p

De esta forma un numero complejo en forma bindmica a + bi se puede ex-
presar en forma polar m,

m = va?+ b2

a+bi= b = my, (2)
(p = arctan —

a

<4 Doc Doch
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Ejemplo 3.1. Expresar en forma polar 1+ ¢ :
Solucion: Calculamos su médulo y su argumento. AN
m=\12+12 =2 s
14 i= { ™ V2 :

p =arctanl = Z - CIENCIAS

Ejemplo 3.2. Expresar en forma polar 27 :
Solucion: Calculamos su médulo y su argumento.
m=+02+22=2

2= " 2 T =2
p=arctan s = o

[ME]

O

Ejercicio 8. Hallar el médulo y argumento de los siguientes complejos |,
representandolos previamente:

a) 2—2i b) 2i c) —2i d) —2+2i

e) 2421 f) 2 g) —2 h) —2—24
Ejercicio 9. Hallar el médulo y el argumento de los complejos:

a) V6 + Vi b) V12 —2i ¢) —2+2i
Ejercicio 10. Expresar en forma polar los nimeros complejos:

a) 34+V3i b) 2i c) —2+4 24

<4 Doc Doch
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3.1. Forma trigonométrica de un niimero complejo

En el dibujo se aprecia que C QA
B ——
a partir de la forma polar de  msengp|-----—-—____ a+ib By
un numero complejo, podemos m : s
calcular su parte real y su parte : M
imaginaria, pues : a
5 i
a = m cos b=msengp 0 mcose
Se llama la expresion trigonométrica
m, == m(cos ¢ + i sen ) (3)

Ejemplo 3.3. Expresar en forma trigonométrica 1 + 7 :
Solucion: Calculamos su médulo y su argumento.

[ m=V12+12=V2 T,
1+ 7= T :\/é(cosz+zsen—>

@ =arctanl = 1 4

0 <4 Doc Doch
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Ejercicio 11. Expresar en forma polar y trigonométrica los niimeros com-

¢) V2+V2i

plejos::
a) 1+

Conversion de Binémica a Polar y viceversa

b) —i

Binomica

a+bi

a = mcosy

MATEMATICAS

1° Bachillerato
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m = va? + b?

© = arctanb/a

b =msenyp

Polar
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Ejercicio 12. Rellenar la tabla siguiente

Cartesiana | Binémica | Polar Trigonométrica :
(17 _1) B
N s=B+py
\/§ —1 CIENCIAS
377 4

2cosm/3 +1isenw/3 Ma 1

Ejercicio 13. Hallar x para que el cociente

x + 3i
34 2i
sea imaginario puro.
. . 3—2x1
Ejercicio 14. Hallar = para que el complejo z = m

a) Sea imaginario puro.

b) Sea un nimero real.

Ejercicio 15. Hallar x para que el médulo de z = ;::__Z sea V2.
i

<4 Doc Doch
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3.2. Producto en forma polar

Teorema 3.1. El producto de dos ntimeros en forma polar es un complejo
cuyo médulo es el producto de los médulos y cuyo argumento es la suma de
los argumentos

Mo Mg = (MM )astg (4)

Ejemplo 3.4. Hallar 41500 - 2300

Solucion:

41900 - 2300 = 81500 = 8(cos 150 + sen 1504) = —4v/3 + 44

O
Ejemplo 3.5. Hallar 290 - 1gg0
Solucion:
2900 - 1ggo = 21800 = 2(cos 180 + sen 180¢) = —2
O
Ejercicio 16. Halla los siguientes productos:
a) 3x/6 " 2x/6 b) 4r/12* 2n/6
V2
¢) V2,3 ~— d) —3-4,/4-2,
) /e 2 57/3 ) /4 /6

MATEMATICAS
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3.3. Divisién en forma polar
Teorema 3.2. El cociente de dos nimeros en forma polar es un complejo

cuyo médulo es el cociente de los médulos y cuyo argumento es la diferencia
de los argumentos

My, m
= () ©
8 m'/ a—p
41900
Ejemplo 3.6. Hallar 120
300
Solucion: A
1207 — 9900 = 2(cos 90 + sen 904) = 24
2300
O
Ejercicio 17. Halla los siguientes cocientes:
G,) 3‘rr/6 : 271'/6 b) 477/12 : 271'/6
C) 37\'/2 : 271’/4 d) 8 : 27r/2
Ejercicio 18. Expresar en forma trigonométrica
—3+3V/3i
2—2i

MATEMATICAS
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Ejercicio 19. Expresar en forma trigonométrica

Ejercicio 20. Escribe en forma trigonométrica:

Ejercicio 21. Escribe en forma trigonométrica:

Ejercicio 22. Escribe en forma trigonométrica

Test. Responde a las preguntas:

1.

El complejo z = —2 + 214 estd en:
(a) 1° cuadrante (b) 2° cuadrante
. La forma polar de z = —2 + 21 es:
(2) VBasa (b) VE_r/a
. La forma polar de 3 (cos30° — i sen 30°) es
(a) 330 (b)1 3_30
. El médulo de 1, - 1o, - 13, es:

(a) 3 (b) 1

. El argumento de —3 es:

(a) m (b) 0

92— 9
V3 +i

1++/3i

L V6 +V2i
T V122

(c) 3° cuadrante
(c) \/§3n/4

(c) 3e0

MATEMATICAS

1° Bachillerato
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3.4. Potencia en forma polar

Teorema 3.3. La potencia n-ésima de un ntimero en forma polar m,, es un
complejo cuyo moédulo es la potencia n-ésima de m y cuyo argumento es n

veces .
(ma)n = mZa (6> Ma ‘

Ejemplo 3.7. Efectuar (27T/4)5

Solucion:
(2n/a)” = 28 n/a = 322250
O
Ejemplo 3.8. Efectuar (3,)°
Solucion:
(3x)* = 335x = Busoe
[l

Ejercicio 23. Hallar la potencia (1 + i)°
Ejercicio 24. Hallar la potencia (—2 4 2v/3i)°

1
Ejercicio 25. Operar en forma polar (1—5
u 1) <« Doc Doch
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3.5. Raiz n-ésima de un complejo

Queremos hallar la raiz n—ésima de un complejo a+ b¢ que expresaremos
en forma polar my,.
" — n _
= {/my, <= " =my,

Llamemos a la solucién buscada = = r,, entonces se tiene que

(ra)" = mLP = r;”:a
igualando médulos y argumento,
m=r"=r={Ym
o +k-360°
N n

La raiz n-ésima de un nimero en forma polar corresponde a n niimeros com-
plejos con la expresién

\"/mgpz{l/agp_,r_k..?)(soo k=0,1,---,n—1 (7)

n

na=p+k-360° = « k=0,1,--- ., n—1

En los nimeros reales v/1 = 1, pero ahora en el campo de los complejos
ademas de 1, hay otros dos complejos cuyo cubo es la unidad.

MATEMATICAS

> Bachillerato
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A+Au

Ejemplo 3.9. Hallar las raices v/1

Solucion: Ponemos el radicando en forma polar A\
1= 1o s

El médulo es v/1 =1 y de la ecuacién (7) dando valores a k = 0,1, 2 se tienen "

los argumentos, M a |

_ liooe &
0+k-3600 | @0=0
ap = B E— a; =120
Qg — 240
luego las tres raices son
Lo L1200 12400 1o
(@)
Iy
Los afijos de las soluciones son los vértices de un tridngulo equilatero. O

<4 Doc Doch
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Ejemplo 3.10. Hallar las rafces v/—32

Solucion: Ponemos el radicando en forma polar

—32 — 32,5 s
, 5 ., CIENCIAS
El médulo es V32 = 2 y de la ecuacién (7) dando valores a k = 0,1,---4 se
tienen los argumentos, M
al
21080
ag = 36° HOER
0+ k- 3600 | =108
ap=—"p— ag =170 2360
3 = 242°
oy = 314° 21746

luego las cinco raices son

v

2360 21080 21700 22420 23140

29490 23140

Los afijos de las soluciones son los vértices de un poligono regular de cinco
lados. O
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Ejercicio 26. Un complejo z en forma binémica es a + bi, su conjugado es
Z=a+biysuopuestoes —z = —a—bi. ;Cudl es la expresion de los mismos
en forma polar?

Ejercicio 27. Hallar dos complejos z; y z2 sabiendo que su cociente es 4, sus
argumentos suman 40° y la suma de sus médulos es 15.

Ejercicio 28. Hallar dos complejos z1 y 22 sabiendo que su producto es 271 M a ‘
y uno de ellos es el cuadrado del otro.

Ejercicio 29. Hallar un complejo z; que cumpla que su inverso al cuadrado
sea el opuesto de su conjugado.

<4 Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 1. Teniendo en cuenta que i* = 1, basta dividir por 4 los expo-
nentes:
a) Z'34 = 4 8+2 14)8 = 7:2 = _1

i64 _ 4 (24)16

)

81 _ ;42041 _ ;4 Ma
) i = (%)
) 4 '

§107 — 42643 _ (j4)26 ;3 _ ;3

o (=

U

Ejercicio 1

<4<
A |
<« Doc
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 2.

CIENCIAS

Ejercicio 2
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Ejercicio 3.
a) (24+5i)+

(3—2i)=5+
b) (2—24) + (2+21) = 4+
) b+ +2(1-3i)=7-
d) (2—44)— (3—3i) =

—1—1

MATEMATICAS
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Ejercicio 3 a
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Ejercicio 4. , r=A+Au
a) (2+5i)-(3—2i)=16+114 T
b) (2—24)-(2+2i) =38 T
¢) (54+14)-(1-3:1)=8—144 CIENCIAS
d) (2—44i)-(3—3i) =—-6—181

) ( )~ ( .) | | M4
e) (2+2¢)-(1—54)-(2+34) =48+ 204
f) A+50)-(—4)—(44+34)-(4—34)=—-20—i

Ejercicio 4

<4<
A |
<« Doc
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Ejercicio 5. Sean los nimeros complejos conjugados
z=a+bi zZ=a—bi
z+zZ=(a+bi)+ (a —bi)
=2a

es decir la parte imaginaria es cero y por tanto es un nimero real. M a
Ejercicio 5

<4<
A |
<« Doc
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Ejercicio 6. Sean los nimeros complejos conjugados
z=a+bi zZ=a—bi
z-zZ=(a+bi)- (a—bi)

=a® — abi+ abi — b%4?

=a?® 4+ b? Ma’

es decir la parte imaginaria es cero y por tanto es un nimero real.
Ejercicio 6

<4<
A |
<« Doc
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L, r=A+Au

Ejercicio 7.
2—4 2—4¢ 34+¢ T—4 7 1

G/) = = = — — — A

3—4 3—4i 3+ 10 10 10

<

(EI;EBI:(":\S
y3-i_3-i 3-i_8-6i_8 6,
344 344 3—4 10 10 10 Ma
) 520 5-2i 3-20i 1-16i 1116,
© 319i 3+2i 3—-2i 13 13 13°
; i 1—i 144 1 1.
DI~ 1Tri 13- 2 —2t3°

Ejercicio 7

<4<
A |
<« Doc
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 8.

) 2_2i—)\/§77r/4

) 2i — 277/2

b
c)
d)

—2¢ —> 2371-/2

—2+2i — V83,4
2427 — V8.4

2—>20

e)

)

-2 — 2,

9)

—2 2§ — V854

)

h
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A+Au

Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 9.

m=+v6+2=V8 A

<

a) V6+V2i wretan Y2 — arcta ™ :
— T n—— I n—— — s=B+py
7 \/6 3 6 CIENCIAS
m=+124+4=4
Ma

b) V12— 2i 9 /3 lix
@ = arctan ——— = arctan—? e

V12
m=vVi+4d=8
2 37

c) =24 21 { — arct — arct -
(p = arctan —g = arctan —1 = —
Ejercicio 9
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Ejercicio 10.
m = V12
a) 34+V3i=

ol

|
[
K

(¢ = arctan

o) 3

b) 2i =25

¢) —2+ 27 =831
Ejercicio 10
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Ejercicio 11.

a)1+i:{m: 12+12:\/§}=\/§ ¢

INE)

S .
s=B+py
CIENCIAS

tanl =
= arctan L = —
¥ 1

ﬁ(cos%+i~sen%)
1 Ma
m =
b) _i:{ —arcta,n—l—g—7r }:135
= 0 2

37r+, 3
CcoS — + i - sen —
2 2

INE)

m =2
¢) V2+2i= T v =29
wzarctanlzz

2( 7T+, 71')
— .sen —
COS4 7-5€e 4

Ejercicio 11
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Ejercicio 12.

35

Cartesiana Binémica Polar Trigonométrica
(1,-1) 1-i V2.4 | V2(cosTn/4+isenTr/4)
(vV/3,—1) V3 —i 21x/6 | 2(cos1lm/6 + isenllm/6)
(3\2/5,3\2/§> 3\2/54-3\2/52' 3 /4 3(cosm/4+isenm/4)
(1,v3) 143 2,/3 2 (cosm/3 +isenm/3)

Ejercicio 12

MATEMATICAS
1° Bachillerato

L, r=A+Au

<

s=B+u;

CIENCIAS
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Ejercicio 13.
T+3i 2437 3-2i (3z+6)+(9—22)i

3+2i 3+2i 3—2i 13
para que sea imaginario puro la parte real debe ser cero
3x+6

3 VTrr= 2 Ma

Ejercicio 13
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Ejercicio 14.

3—2xi 3-2zi 4—3i 12—6x (9+8z)i
= =

4+3i 4+3i 4-3i 25 25

a) para que sea imaginario puro la parte real debe ser cero

b) para que sea real puro la parte imaginaria debe ser cero
(9+8x)i

9

37

Ejercicio 14
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<
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Ejercicio 15.
r+i x+i 2—i 2x+1 (2— )i

YT oy 9yi 2=i 5 T s

igualamos el médulo a v/2

2 2

2x+1 2—x

JESHED
4x2+4x+1+4—4x+x2

25 25
522 +5=50 = 2% =9 = |z = £3|

38

Ejercicio 15
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Prueba del Teorema 3.1.
Expresamos los complejos m, y m’ﬁ en forma trigonométrica. Al operar
aparece el coseno y el seno de la suma de angulos:

Mg - Mg =m(cos o + i sena) - m’(cos 3 + i sen 3)
=m - m'[cos acos 3 — sen acsen 3

+ i senacos 3+ i cosasen (] Ma'

=m - m'[cos(a + B) + i sen(a + 3)] .

:(m : ml)a+ﬁ

<4 Doc Doch
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Ejercicio 16.

a) 3,6 2n/6 = 6,3 = 6(cos 30 + sen304) = 3v/3 + 31
b) 4r/12 2576 = 874 = 8(cos 45 + sen 454) = 4v2 + 4v/2i

2
) V23 gw/:’) = 1, = 1(cos 360 + sen 3604) = 1

d) =3 -4r/a 2776 =37 4nja 206 = 24170 /12
2417, /12 = 24(cos 120 + sen 1207) = —12 + 1234

Ejercicio 16

MATEMATICAS

1° Bachillerato
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Prueba del Teorema 3.2.
Expresamos los complejos m, y m’ﬁ en forma trigonométrica. Al operar
aparece el coseno y el seno de la diferencia de dngulos:

mq _ m(cosa + i sena)

mj ~ m/(cos B+ i sen 3)
_ m(cosa +i sena) (cos 3 —i sen f3) Ma,
m/(cos B+ i sen 3) (cos 5 — i sen 3) '
(operando)

:%[Cos(a — ) + i sen(a — )]

= ()

<4 Doc Doch
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Ejercicio 17.

37r 6 3
W) 5= (5)
/6 0

4r
b) /12

=(2
Bofi ( )237r/12
37r 2 3
) 5o = (5)
/4 /4
8
d T =4
) 27\'/2 ()7‘(‘/2

MATEMATICAS
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Ejercicio 18. Expresamos numerador y denominador en forma polar

2
—34+3v3i = m=+36 p=—

7

2_2;
! 1

Ahora operamos el cociente en forma polar

—3+3V3i _ 6y (i)
2= \/§7ﬂ'/4 \/E —137/12
137 137 11w o s
BETEE T — = -1 165° y pasamos a forma binémica

—(cos 165° + sen 165° )

N

Ejercicio 18

MATEMATICAS
1° Bachillerato
, r=A+iu

<

s=B+u;

CIENCIAS
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Ejercicio 19. Expresamos numerador y denominador en forma polar

T

2-2i = m=+8 p= il

V3+i = m=+4 p = G
Ahora operamos el cociente en forma polar Ma

2—2i B \/5777/4 _ (\/5)

BAi 2 19e/12
y pasamos a forma trigonométrica

\/5((:0319—7T + senlg—ﬂ- i)
12 12

Ejercicio 19
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Ejercicio 20. Expresamos numerador y denominador en forma polar

N O

Ahora operamos el cociente en forma polar
6i  Orp2 ( 6 )
L+i V2. V2 n/4
y pasamos a forma trigonométrica

—(cosE + sens i)

V24 4

Ejercicio 20

MATEMATICAS
1° Bachillerato
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A+Au

+py

CIENCIAS
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Ejercicio 21. Expresamos numerador y denominador en forma polar

1+vV3i = m=2 <,0:z

G

1-i = m=+V2 c,o:I

Ahora operamos el cociente en forma polar

1+ \/§'L o 271'/3 o ( 2 )
I—u \/§7n/4 \/§ —17mw/12
177 177 _ i

R 21 — -1 105° y pasamos a forma trigonométrica

2
——(cos 105° + sen 105° ¢)
V2

Ejercicio 21

MATEMATICAS

1° Bachillerato
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Ejercicio 22. Expresamos numerador y denominador en forma polar

V6+v2i = m=+8 cpz%

V12-2i = m=4 ¢p=-—

o

Ahora operamos el cociente en forma polar

VB+V3i VB (ﬁ) Ma
/3

VI2—2i 4.6
y pasamos a forma trigonométrica

V2

—(cosE + sent i)
2 3 3

2

Ejercicio 22
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Prueba del Teorema 3.3.

Por la regla del producto se tiene
(ma)n :ma . ma e

=m

n
nao

Ma

+«

MATEMATICAS
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A+Au

Ejercicio 23. Calculamos su médulo y su argumento.

1+z’={m:”12+12:\/§}=\/§z \

p =arctanl = — s=B+py
4 CIENCIAS
Ahora operamos la potencia en forma polar

(v22)' - VB, M

Ejercicio 23
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Ejercicio 24. Calculamos su médulo y su argumento.

m=+v22+12=16=14

2
©p = arctan —/3 = ?ﬁ

(-2 +2v31)° =

Il
W
oy

Ahora operamos la potencia en forma polar

6
_ 46 _ 46
(4%,) =46 =48

Ejercicio 24

MATEMATICAS

chillerato

A
B
s=B+py

CIENCIAS

<4<
A |
<« Doc

Volver



http://personales.unican.es/gonzaleof/

Soluciones a los Ejercicios
Ejercicio 25. Expresamos numerador y denominador en forma polar
1 = m=1 ¢=0
. T
147 = m=v2 ¢p= 1

Ahora operamos el cociente en forma polar

1 1 1 < 1 )
(1+ Z)s (\/irr/4)5 4\/§5w/4 4\/5 3n/4
y pasamos a forma binémica

3, 37 1 1.
(cos — +isen—)=—=+ —1i

1
4+/2 4 4

Ejercicio 25

MATEMATICAS
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1° Bachillerato

Ejercicio 26. A partir del gréfico es facil observar que si a + bi es en forma
polar m,,, entonces

= Su conjugado a — bi en polar es m_,,

= Su opuesto —a — b4 en polar es My,

A

-

—a—bi a—bi

Ejercicio 26
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L, r=A+Au

Ejercicio 27.
Sean z; = mq y 22 = kg. Planteamos un sistema y resolvemos.
m

-

Ma _ ==y e
kﬁ Yoa CIENCIAS
a+B=40 (7 a—-pf=0
a+ 6 =40
m+k=15 I Ma
a=p= 0= 0= [a=F=]
s m=4k=5k=15=|k=3] [m=12]
Los complejos pedidos son
12990 3200

Ejercicio 27
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L, r=A+Au

Ejercicio 28.

Sean z; = mq y 22 = kg. Planteamos un sistema y resolvemos.
.

iy i & 21 e
Me - kg = 271 = 279g0 } a+0=90 CIENCIAS
ma = (kg)? = kgﬁ m = k2

a=24 Ma
s a=23=38=90=[a=60 B =30

sm=k =k =21={k=3] [m=9]
Los complejos pedidos son

9600 3300
Ejercicio 28
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Ejercicio 29.
Sean z; = m,, el complejo buscado

1 1, (1
Me Mo  \M o

= El conjugado de z; = mq es Z1 = m_, y el opuesto de este es —z; =
Mr—a

= Su inverso es

luego se tiene que cumplir que

m2) ,, —2a=7m—a

El complejo buscadoes 1_, =1, = —1
Ejercicio 29

MATEMATICAS
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Soluciones a los Tests

Solucion al Test: En efecto

—2+24 {

m=vITi=V8
2 3

= arctan —— = arctan—1 = —
4 2 4
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A+Au

-

<

s=B+u\7
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