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Seccién 1: Introduccion

1. Introduccién

circunferencia

elipses

“Las Cdnicas” de Apolonio de
Pérgamo (262-190 a. C), constaban
de ocho libros. Esta obra es el re-
sultado de estudiar las secciones de
un cono a las que denominé conicas.
Apolonio descubrié que se obtenian
al cortar mediante una superficie
plana un cono circular en diversas
posiciones.

Depende de cémo se corten, las
secciones resultantes seran circu-
los, elipses, hipérbolas o pardbolas.
Aunque estos conceptos no tuvieron
posibilidad de ser aplicados a la
ciencia de su época, su importancia
ha quedado plenamente justificada
con el paso del tiempo.
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Seccién 1: Introduccion 4

Hay varias formas de estudiar las cénicas:

a) Se pueden estudiar como hicieron los
griegos, como has visto en las figuras
anteriores, en términos de intersecciones
del cono con planos.

b) Se pueden estudiar como casos particu- (\/i a ‘
lares de ecuaciones de segundo grado con
dos variables = e y

Ar’+Bzy+Cy*+Dz+Ey+F =0

¢) Sin embargo en este nivel, como con-
tinuacién del capitulo de métrica en el
plano, es mas adecuado estudiarlas co-
mo lugares geométricos de puntos que
cumplen cierta propiedad geométrica

<4 Doc Doch

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

MATEMATICAS
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1° Bachillerato

2. La circunferencia

Definicién 2.1 Una circunferencia es el lugar geométrico de los P(x,y) que ' P\
equidistan de un punto fijo C llamado (centro) B

s=B+u;

d(P, C) = cte = radio CIENCIAS

Sea P(z,y) un punto cualquiera Ma
verificando d(P,C) = r, siendo r
el radio y C(zo,yo0) el centro. De
la férmula de la distancia de dos
puntos se tiene

V@ —z0)2+ @y —w)?=r
y elevando al cuadrado se obtiene
la ecuacion de la circunferencia [0)

2 2 2
(=) +(y—y) =r (1)
Cuando la circunferencia tiene el centro en el origen se tiene la ecuacién
reducida

2 +y?=r? 2)

<4 Doc Doch
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Seccién 2: La circunferencia 6
Ejemplo 2.1. Halla el centro y el radio de la circunferencia

2?2 +y? —dz—6y =12
Solucion:

Para conseguir la ecuacién reducida del tipo (1) se agrupan cuadrados de la
siguiente forma

n2? —4r=22-2-204+4—-4=(2-2)% -4
m gy’ —6y=1>-2-3y+9-9=(y—3)>-9
sustituyendo en la expresién dada se obtiene
(z-22-44y-37-9=12= (z—-2)*+(y—3)%*=25
luego el centro es C(2,3) y el radio r =5 O

Ejercicio 1. Halla el centro y el radio de las circunferencias:
a) 2 +y? —4x+10y+25=0
b) 22 +y?—182-9=0
Ejercicio 2. Escribir la ecuacién de las circunferencias:
a) De centro C(1,1) y radio r = 3.
b) De centro C(0,0) y radio r = 2.
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Seccién 2: La circunferencia 7

A+Au

2.1. Recta tangente a una circunferencia

Si desde un punto P(z,y) trazamos una recta ¢, serd tangente a una
circunferencia cuando la distancia del centro a la recta coincida con el radio.

e la recta es tangente si
d(C,t) = radio

e la recta se llama exterior si
d(C,r) > radio

e la recta se llama secante si
d(C, s) < radio

la intersecta en dos puntos A y B.

Ejemplo 2.2. Comprobar que la recta s =4z — 3y + 6 = 0 es tangente a la
circunferencia
(-2 +(@y-3)°=1

Solucion: Veamos que el radio coincide con la distancia del centro a la recta

e 4(2) =3@B) +6] _ 5
-3(3)+
(C3) 42 4+ 32 V25 racio

0 <4 Doc Doch
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Seccién 2: La circunferencia 8

Ejercicio 3. Dada la circunferencia ? 4+ > — 4z 4+ 10y + 25 = 0, calcular:
a) La circunferencia concéntrica con radio 8

b) La circunferencia concéntrica que pase por P(2,2).

Ejercicio 4. Hallar la circunferencia que pasa por el origen de coordenadas,
tiene radio 4 y su centro esta en la bisectriz del primer cuadrante.

Ejercicio 5. Hallar la circunferencia que pasa por los puntos A(2, 1), B(3, —3)
y tiene su centro en la rectar =z +y — 5= 0.

Ejercicio 6. Los extremos del didmetro de una circunferencia son los puntos
A(2,1), B(3,—3). Calcular su ecuacion.

Ejercicio 7. Hallar la ecuacién de la circunferencia de centro C(2,3) y tan-
gente a la recta s=4z -3y +6=0.

Ejercicio 8. Determinar la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia
22 + y? = 25 que pasa por el punto A(0, 6).
Ejercicio 9. Determinar la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia
z? + y? = 16 que es paralela a la recta r = 22 — y + 3 = 0.
Ejercicio 10. Halla razonadamente:
a) la ecuacién del lugar geométrico de los centros de las circunferencias
que pasan por los puntos A(2,0) y B(0,1).
b) Entre todas estas circunferencias halla la ecuacién de aquélla cuyo cen-
tro equidista de los ejes coordenados.
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MATEMATICAS

chillerato

2.2. Potencia de un punto

Definicién 2.2 Si desde un punto P(x,y) trazamos una recta que corte a
una circunferencia C en dos puntos A y B, se llama potencia del punto re- B

s=B+u;

specto de la circunferencia al producto PA - PB. CIENCIAS

POt(P)c:PA-PB Ma

Teorema 2.1. El valor de la potencia de un punto P respecto de una cir-
cunferencia es constante.

Pot(P)c = constante

B
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Seccién 3: La elipse 10

3. La elipse

Definicién 3.1 Una clipse es el lugar geométrico de los P(x,y) cuya suma
de distancias a dos puntos fijos F' y F' (focos) es constante

|PF| + |PF'| = cte = 2a

P

Eje mayor F

Eje menor

Para su construccién manual, se toma un segmento de longitud 2 a y se suje-
tan sus extremos en los puntos F' y F’, los focos, si se mantiene el segmento
tirante y se va girando se obtiene el grafico de la elipse.
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Seccién 3: La elipse 11

3.1. Ecuacién reducida de la elipse

Teorema 3.1. La ecuacién reducida de una elipse cuando los focos estan
situados en el eje Oz y |PF| + |PF'| = 2a corresponde a:

562 y2
=1 3)

a es el semieje mayor
b es el semieje menor
focos F(c,0) F'(—c,0)
el centro es O(0,0)
vértices A, A', B, B’
En el gréfico se tiene

BF =a
OB=b OF=c¢

luego por el teorema de Pitdgoras a? = b% + ¢2
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a2 q
Seccién 3: La ehpse 1° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejemplo 3.1. Halla el eje mayor, el eje menor, los vértices, y los focos de la
elipse

2 2 A

2 v \ P>
TG S

Solucion CIENCIAS

(o] :

De la ecuacién
a? |y Mal
5 ar el =1

se tiene:

= Eje mayor 2a =2-5=10

= Eje menor 2b=2-4=38

» Vértices A(5,0),A"(—5,0),B(0,4) y B'(0,—4)

= Los focos. Como ¢ = /a2 — b2 = /52 — 42 = 3,
F(3,0) F'(-3,0)

O

Ejercicio 11. Halla los ejes mayor, los vértices, los focos y la excentricidad
de la elipse

? y
A
6 + 2
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1° Bachillerato

e Excentricidad

Definicion 3.2 Llamamos excentricidad e de una elipse al cociente entre la
distancia focal y el eje real.

La excentricidad mide el grado de
achatamiento de la elipse

= ¢=0,6
= c=0,8
= ¢=0,9165

Cuanto mas cerca estd e de uno , mas
achatada estd. Si e = 0, la elipse es una
circunferencia

e Cambio de centro

Definicion 3.3 La ecuacion de la elipse cuando el centro estd en el punto
O(u,v) es:

2 2

CEI UL

=1 (4) <4 Doc Doch»
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Seccién 3: La elipse 14

Ejercicio 12. Halla los ejes mayor, los vértices, los focos y la excentricidad
de la elipse
322 +6y% =12

Ejercicio 13. Escribe la ecuacién de la elipse centrada en el origen, de semieje
mayor 10 y distancia focal 12.

Ejercicio 14. Escribe la ecuacién de la elipse centrada en el origen, de ex-
centricidad 0.4 y semidistancia focal 2.

Ejercicio 15. Halla la ecuaciéon de una elipse sabiendo que pasa por los
puntos P(1,—-1) y Q(0,—4).

e Ecuacién de la tangente

Teorema 3.2. La ecuacién de la tangente a la elipse

2 2
T+l
a b2
en el punto P(xg,yo) es
o  Yoly
= T ! (5)

Ejercicio 16. Halla la ecuacién de la recta tangente que pasa por P(4,1) a

la elipse

|&
col n

y?
—:]_
+9
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Seccién 3: La elipse 15

® Las leyes de Kepler

En 1609 Johannes Kepler (1571-1620) publica, utilizando las observa-
ciones de su maestro Tycho Brahe, su obra “Astronomia Nova” en donde
enuncia las dos primeras leyes referente a las érbitas de los planetas. Poste-
riormente, en 1619, Kepler publicaria la tercera.

Primera Ley Los planetas describen

orbitas elipticas en uno de cuyos focos
estd el Sol. At

Segunda Ley Las &areas barridas por
la recta que une el sol con el planeta
son directamente proporcionales a los
tiempos empleados en barrerlas.

(Si las dreas dibujadas son iguales, entonces la velocidad del planeta es
mayor en el perihelio que en el afelio)

Tercera Ley Los cuadrados de los periodos de revolucién son propor-
cionales a los cubos de los semiejes mayores de las érbitas.

MATEMATICAS
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Seccién 4: La hipérbola 16

4. La hipérbola

Definicién 4.1 Una hipérbola es el lugar geométrico de los P(x,y) cuya
diferencia de distancias a dos puntos fijos F' y F' (focos) es constante

|PF| — |PF'| = cte = +2a

|

______ I
|
|

Eje mayor
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Seccién 4: La hipérbola 17

4.1. Ecuacion reducida de la hipérbola

Teorema 4.1. La ecuacién reducida de una hipérbola cuando los focos estén
situados en el eje Oz y |PF| — |PF'| = £2a corresponde a:

L= (6)

a es el semieje mayor

b es el semieje menor

focos F(c,0) F'(—c,0)

vértices A, A, B, B’

By B’ son los cortes de la cir-

cunferencia con centro en A y ra-
dio c.

Obteniéndose la relacién ¢ = a? + b2

MATEMATICAS
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Seccién 4: La hipérbola 1° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejemplo 4.1. Halla el eje mayor, el eje menor, los vértices, y los focos de la
hipérbola

2 2 A
@ 9 \
25 ].6 F?f"‘v
Solucion CIENCIAS
o :
De la ecuacién
EARrciak
se tiene:

= Eje mayor 2a=2-5=10

= Eje menor 2b=2-4=38

» Vértices A(5,0),A"(—5,0),B(0,4) y B'(0,—4)

= Los focos. Como ¢ = /a2 + b2 = /52 + 42 = 41,
F(V41,0)  F'(—/41,0)

O
Ejercicio 17. Halla los ejes mayor, los vértices, y los focos de la hipérbola

322 — 6y =12

<4 Doc Doch
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1° Bachillerato

e Excentricidad

Definicion 4.2 Llamamos excentricidad e de una hipérbola al cociente entre
la distancia focal y el eje real.

.
Ve
¢ §=B+py
e = — > 1 CIENCIAS
a
En estas hipérbolas hemos de-
jado fijo el foco y cambiado el
valor del semieje real a. Cuan-
to més pequeno es a, el valor
de la excentricidad e aumenta.

@)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
—— -
|
|
|
|
|
|
|
|
I

e Cambio de centro

Definicion 4.3 La ecuacion de la hipérbola cuando el centro estd en el punto
O(u,v) es:

=1 (7)
<4 Doc Doch

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

Seccién 4: La hipérbola 20

Ejercicio 18. Escribe la ecuacién de la hipérbola centrada en el origen, de
eje real 20 y distancia focal 32.

Ejercicio 19. Escribe la ecuacion de la hipérbola centrada en el origen, de
excentricidad 1.4 y semidistancia focal 7.

Ejercicio 20. Calcula la excentricidad de la hipérbola

2 2
r_¥
80 20
Ejercicio 21. Calcula la hipérbola
2 2
r_¥
25 b2

si pasa por el punto P(3\/5, -2).
e Ecuacién de la tangente

Teorema 4.2. La ecuacién de la tangente a la hipérbola

2 2
@2y
a? b2
en el punto P(zp,yo) es
Lox Yoy
. ®)
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Seccién 5: La Parédbola 21 1° Bachillerato
Ejercicio 22. Halla la ecuacién de la recta tangente que pasa por P(0,6) a Al
2 2
" T Y
la hipérbola — — = =1
P 4 2 B
Ejercicio 23. Halla la ecuacién de la recta tangente a la hipérbola 422 —y? = CIENCIAS

20 en el punto de ordenada 4 y abcisa positiva.

Mal

5. La Parabola

Definicién 5.1 Una pardbola es el lugar geométrico de los P(x,y) que equidis-
tan de un recta fija 0 (directriz) y de un punto fijo F (foco).

|PF| = d(P, 4|

b

1) <4 Doc Doch
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Seccién 5: La Pardbola

L, r=A+Au

5.1. Ecuacién reducida de la parabola

Teorema 5.1. La ecuacion reducida de una parabola cuando el foco estd en i
. L p B
el eje Ox y directriz § = xz = —= corresponde a: s
2 CIENCIAS

¥ Ml

Elementos de la pardbola
e recta VF es el eje

P
e Foco F' (g,())
e El vértice es V(0,0)
° Directrizp5 =5= —g V g 'F
B
oV 9

Definicién 5.2 Si trasladamos una pardbola al vértice V(u,v) su ecuacion

es: ) <4 Doc Doch
(y—u)®=2p(z—v)
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Ejercicio 24. Halla la ecuacién de la parabola de eje paralelo al eje de abcisas
sabiendo que su vértice es V (1, —2) y que pasa por el punto P(4,1).

Ejercicio 25. Encontrar el foco y la directriz de la pardbola de ecuacién.
L,
r=—=
9y
Ejercicio 26. Determine la ecuacién de la pardbola con vértice V' (0;0), que
tiene al eje y como eje de simetria y que pasa por el punto P(—3,3).

Ejercicio 27. Encontrar las coordenadas del vértice, el foco y la ecuaciéon de
la directriz de cada una de las siguientes parabolas:

a) y* =2z d) 22 = —dy
b) 1> =—-9(z —4) e) $2=—4(y—2)
@(y+®2:§@—6) f) (@+1)? =12(y - 4)

Teorema 5.2. La ecuacién de la tangente a la pardbola y?> = 2pz en el
punto P(xg,yo) es
Yoy =PT +pxo (10)

Ejercicio 28. Halla la ecuacién de la recta tangente a la pardbola y? = 10z
en el punto P(10,10).

MATEMATICAS
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6. Expresién general de las cdnicas

Empezaremos con un ejemplo. Considera la ecuacién de segundo grado

con dos incognitas = e y siguiente:
202 4+3y%> —4x—-12y+8=0

Para conseguir la ecuacién reducida de la cénica se agrupan cuadrados de la
siguiente forma

v 227 — 42 =202 —22) =2(2° —2c+1—-1) =2[(z — 1)*> — 1]

= 3y’ — 12y =3(y" — 4y) = 3" —dy +4-4) =3[(y - 2)" — 4]

sustituyendo en la expresion dada se obtiene

0@ -1 -1]+3[(y—2)° -4 +8=0
operando
2(x-1)*+3(y—2)?°=6
dividiendo por 6, se obtiene la ecuacion reducida de la elipse
2 2
(=12, w-2)

=1
3 2

Definicion 6.1 La ecuacion general de sequndo grado en x ey
A’ +By?+Cz+Dy+E=0 (11)

corresponde a una de las conicas: circunferencia, elipse, hipérbola o pardbola.
Para llegar a su ecuacion reducida se agrupan cuadrados.

MATEMATICAS
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Seccién 6: Expresion general de las cénicas 1° Bachillerato
ac! era

L, r=A+Au

EJERrCICIO 29. Halla los vértices, los focos y la excentricidad de las cénicas
siguientes:

(a) 922 + 16 y* — 36z + 96y + 36 = 0

-

B

s=B+u;

(b)x —4y —2x—-3=0 CIENCIAS
(c) 22 +9y> —36y+27=0 M
(d) y> =12y =82 +20=0 a

<4 Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios 26 .
1° Bachillerato

L, r=A+Au

Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 1.

Para conseguir la ecuacién reducida se agrupan cuadrados de la siguiente B
forma CIEI\'("‘L\S
a) 22 +y> —4x+10y+25=0
2 _ 2 _ 2 ]\ 4
gt —dr=z"-2-2z+4—-4=(x—2)"—4 ald

n 2+ 10y =2924+2-52+25-25=(y+5)%-25

(-2 +(y+5)° =4= { €2 ~5)

b) 22 +y? —182—19=0
= 2?18z =2%-2-92+81 -8l = (z—9)2 -8l
C(9,0)
2 2 )
(x—9)°+y —1()0=>{ =10

Ejercicio 1

<4 Doc Doch
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1° Bachillerato

Soluciones a los Ejercicios 27

. o e A+Au
Ejercicio 2.
La ecuacion de las circunferencias son

a) de centro C(1,1) y radio r = 3.

B~
s=B+py

(z— 1)2 +(y — 1)2 =9 CIENCIAS
b) De centro C(0,0) y radio r = 2. ]\ 1a
P +y? =4

Ejercicio 2

<4<
A |
<« Doc

Volver
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 3. Sea 2> + y? — 4z + 10y +25=0
2 —dr=2-2-204+4-4=(2—-2)>—4
s 24+ 10y=92+2-52+25-25=(y+52%—-25

(=27 +(y+5°=4= { C2 ~5)

a) La circunferencia concéntrica con radio 8
(x—2)>+ (y +5)° = 64

b) La circunferencia concéntrica que pase por P(2,2).

2-224+2+5) =r=r=7T= (z -2+ (y+5)* =49

MATEMATICAS

1° Bachillerato

28

L, r=A+Au

<

s=B+u;

CIENCIAS

Ejercicio 3

<4 Doc Doch
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Ejercicio 4. Sea la circunferencia buscada

(x —20)* + (y — yo)* =12

= tiene radio 4, luego (z — 20)? + (y — y0)*> = 16
= pasa por el origen de coordenadas, luego
(0—20)* + (0 —yo)® =16 => x3 + y3 = 16
= su centro estd en la bisectriz del primer cuadrante, luego yo = o,
sustituyendo
2+l =16=20=+V8 yo=1V8

Hay dos soluciones

(= V82 + (y— V8)? =16
(z +V8)% + (y + V8)? = 16

Ejercicio 4

MATEMATICAS
1° Bachillerato

L, r=A+Au

B

s=B+u;

CIENCIAS
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Ejercicio 5. Sea la circunferencia buscada

(x —20)* + (y — yo)* =12

» pasa por los puntos A(2,1), B(3,—3), luego restando las ecuaciones:
(2 = 20)* + (1 = yo)* =1
(3 20)° + (-3 30)" =1

= su centro en larecta r = x+y—>5 = 0, luego xg+yo—5 = 0. Resolviendo

el sistema
2x9—8yp =13 3 53
$0+y0—5=0} yo__ﬁ BT
Sustituyendo arriba se obtiene el radio, luego

10
L3 2+ L3 > 36106
10 YT10) T 100

}z2x0—8y0:13

Ejercicio 5

MATEMATICAS
1° Bachillerato

L, r=A+Au

-

B

s=B+u;

CIENCIAS
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MATEMATICAS

Soluciones a los Ejercicios 31 .
1° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 6. Si los extremos del didmetro de una circunferencia son los puntos
A(2,1), B(3,—3), su centro es el punto medio de ellos

C= %(A—i— B) = (5 —1) Tont

)
2 CIENCIAS

El radio es la distancia del centro a un extremo del diametro: M
al

rzd(C,A)z\/<g—1)2+(—1—1)2=g

La ecuacion de la circunferencia es:

5\ 2 5 25
_ =z W = =
(x 2) +(y+1) 1

Ejercicio 6
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MATEMATICAS
1° Bachillerato
L, r=A+Au

Soluciones a los Ejercicios 32

Ejercicio 7. El radio coincide con la distancia del centro a la recta tangente
s=4r—-3y+6=0. A
_|Azo+ Byo + C| B

s=B+u\7

VA2 + B2 CIENCIAS
1@ -3+
IRVZeamr > Ma

r=d(C;s)

La ecuacién pedida es:

Ejercicio 7
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MATEMATICAS

Soluciones a los Ejercicios 33 .
1° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 8. De la circunferencia 2% +4? = 25, su centro es C(0,0) y su radio

r = 5. La recta s buscada como pasa por el punto A(0, 6) AN

s=y—6=m(x—-0)=mz—y+6=0 B
Hallamos su pendiente m con la condicién de tangencia, d(C,s) = 5. Por la UNERE
distancia de punto a recta
Mal
d(C;s) = |Azo + Byo + C| A(0,6)
VAT + B : s
L _Im(©) ()16
N
6
5 - - / C N
vm?2 +1
5v/m2+1=6
11
— :l: _—
" 5

Ejercicio 8
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. L MATEMATICAS
Soluciones a los Ejercicios 34 ) .
1° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 9. De la circunferencia 2% +4* = 16, su centro es C(0,0) y su radio
r = 4. La recta s buscada es paralela a la recta r =22 — y + 3 = 0, luego su
ecuacion es de la forma

<

s=2r—y+k=0 creneias
Hallamos el término & con la condicién de tangencia, d(C, s) = 4.
d(C'8)=|AxO+ByO+C| M/ia,
’ VA? + B2 '
_[2(0) = (0)+K
V22412
k
L

VB

k) =45 = [k = +4 V5]

Hay dos soluciones:
s=2x—y=x4 V5 =0

Ejercicio 9
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Ejercicio 10. Sea el centro C(zg,yo) de las circunferencias que pasan por
los puntos A(2,0) y B(0,1).

{<2—wo>2+<0—yo>2=r2 {(2—xo>2+<o—yo>2=r2 (1)
O—m)+(1-yo)?=7> | O—m)?+(1-w)?=r> (2)

Desarrollando y restando (1) con (2) se obtiene

rildmo—2yo+3=0|

que corresponde a una recta, la mediatriz del segmento AB.

De entre ellas la que tiene el centro A
que equidista de los ejes coordena-
dos, es la que cumple que xg = yg 0
bien xg = —yp. Sustituyendo en la
ecuacién anterior se obtienen dos B
circunferencias de centros respec-

tivos
11
Cs (a ‘5) @,

33
a(33)

v

Ejercicio 10

MATEMATICAS
1° Bachillerato

L, r=A+Au

-

B

s=B+u;

CIENCIAS
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MATEMATICAS

1° Bachillerato

Prueba de los Teoremas 36

Prueba del Teorema 2.1.

Observa en el dibujo los tridngulos PAD y PC B. Veamos que son semejantes.
Tienen un 4ngulo comin en p y los angulos, PBC y PDA son iguales por ser
inscritos que abarcan el mismo arco AC' de la circunferencia. Por semejanza
se tiene

PA _PD
PC ~ PB

= PA.-PB=PC-PD Ma

B

<4 Doc Doch

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

Prueba de los Teoremas

Prueba del Teorema 3.1.

PF+PF' =2a
VE =P+ +V(@+o?+y? =2
(V@ =02 +9?)° =Q2a—/(z+0)? +12)°
(=0’ +¢" =4a” —day/(w+ 02 + ¢’ + (z+0)° +¢°
4xc + 4a° = 4a\/m
22 + a* + 2azc = a®2® + a* A + 2Pz + a2y2
a2(a® — ) = 2%(a? — &) + %y’ (& = a? — b?)

a2b2 _ $2b2 + a2y2

Dividiendo por a® b* y ordenando

MATEMATICAS

37 1° Bachillerato
A
S .
s=B+py
CIENCIAS
<
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MATEMATICAS

Soluciones a los Ejercicios 38 -
1° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 11.
De la ecuacién N
=1 i’a‘\;—\ Z
s=B+pv
se tiene: CIENCIAS
= eje mayor 2a = 2 - V6
M a.

= eje menor 2=2-2
= los vértices A(V/6,0),4'(—v6,0),B(0,v?2) y B'(0, —v/2)

= los focos ¢ = a2 — b2 =2, F(2,0) y F'(-2,0)

= excentricidad e = < = =~ = 0,816
a

S

Ejercicio 11
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MATEMATICAS

Soluciones a los Ejercicios 39 .
1° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 12.
Dividiendo por 12 se tiene la ecuaciéon canénica
B

Y <
_I_ e ]_ s=B+py
2

CIENCIAS

4
se tiene:
= cje mayor 20 = 2- V4 =4 Ma,
= eje menor 2b =2 - V2
= los vértices A(2,0),4'(—2,0),B(0,v2) y B'(0, —2)

= los focos ¢ = Va? — b2 = \/_F\/_O)yF’( V2,0)

= excentricidad e = C 0,7
a

Ejercicio 12
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MATEMATICAS

1° Bachillerato

Soluciones a los Ejercicios 40

A+Au

Ejercicio 13.

¥=a’-c?=10"-6>=64—b=38

— 4+ ==1 CIENCIAS

Ejercicio 13 M
a

<4<
A |
<« Doc

Volver
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MATEMATICAS

Soluciones a los Ejercicios 41 -
1° Bachillerato

A+Au

Ejercicio 14.

¢_2 _4—a=5
R — a =
< @ ’ f=B+\;n7
P=a?2—c2=52_-92_-9] — p=+21 CIENCIAS
2 2

Ejercicio 14
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MATEMATICAS

Soluciones a los Ejercicios 42 -
1° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 15.
Sustituyendo en la ecuacién candnica

z2 2 <

N _|_ —_— = ]_ s=B+u\7

a2 b2 CIENCIAS

-

los puntos P(1,—1) y Q(0,—4) se plantea un sistema y se resuelve:

12 (—1)2 11 Ma

— ot 1| S+5=1 4
a? b2 a? b2 —b=4 a= —
¢ 18, VI
a2 2 b2

Ejercicio 15
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Prueba del Teorema 3.2.
Hallamos la derivada de

2 2
T Yy
E‘Fbj—l
en el punto P(zo,yo)
2—x+2yy/—0:> ’—_E.@
a? b2 V=" Yo
y—yo =m(xz — zo) [m = y'(20))
b2 Xo
o= ==t d
Y — Yo 2 (z — o) [operando]
Vaoz+aiyoy =b2ad +a’yd [b2x3+a2y3:1]

ecuacién de la tangente

o X yoy_l
a2 b

MATEMATICAS
1° Bachillerato
A+Au

>

B

s=B+u\7

CIENCIAS

<4<
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Ejercicio 16.

Si el punto de tangencia es A(xg,yo) la tangente es
20T Yoy _
18 9

el punto A(zg,yo) estd en la elipse y en la tangente, luego se palntea un

sistema y se resuelve:

1

$2 2
20, % _q | s2iyo2=18
R Yo =9 — 20
2o, Y% _y 2x0+yo=9

189

2 +2(9—220)% =18
22810+ 16=0=1290=4 yo=1
la ecuacion de la tangente es:

dxr vy
=2 a¥_q
18+9

Ejercicio 16

MATEMATICAS

1° Bachillerato

L, r=A+Au

<

s=B+u;
CIENCIAS

Ma |
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MATEMATICAS

Prueba de los Teoremas 45 .
1° Bachillerato

Prueba del Teorema 4.1.

>

PF—PF' =2a B

s=B+u;

\/(x —)2+y2 — \/(1: +0)?2+1y2=2a CIENCIAS
(V@@= +y?)" =Qa+ /(z +c)? + 2) Ma
(@) +y? =4a® +day/(@ + ) + g2 + (z + &)* + 4
4xc + 4a® = 4a\/m
22 + a* 4 2d°zc = d’2® + a4 2d’xc + a*y°
a2(a? — &?) = 22(a® — &) + a’y? (c? = a + b%)

—a2b? = —22? + %y

Dividiendo por a® b* y ordenando

<4 Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 17.
Dividiendo por 12 se tiene la ecuaciéon candnica o reducida

72

Y
2 P =9
4 2

se tiene:
= eje mayor 20a=2-V/4=4
= eje menor 2b =2 - V2
= los vértices A(2,0),4'(—2,0),B(0,v2) y B'(0, —2)

= los focos ¢ = v a? + b2 = \/_F\/_O)yF’( V6,0)

46

Ejercicio 17

MATEMATICAS
1° Bachillerato
, r=A+iu

B~
s=B+py

CIENCIAS
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MATEMATICAS

1° Bachillerato

Soluciones a los Ejercicios 47

A+Au

Ejercicio 18.

b = —a® = 167 — 10° = 156 = b = V156
2 2 s=Bepy

@ y

— + — = CIENCIAS

100 ~ 156
Ejercicio 18 M
a

<4<
A |
<« Doc
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MATEMATICAS

Soluciones a los Ejercicios 48 -
1° Bachillerato

A+Au

Ejercicio 19.

7
e=S=l—14—4=5 \ >
a € s=B+;n:
BR=c2—a?2=72_-52=924—p=+V24 CIENCIAS
2 2

X y .
25+24_1 Ma

Ejercicio 19
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 20.

+20 =100 = ¢ = V10

10
NEO

~ 1,12

MATEMATICAS
1° Bachillerato

49

A+Au

s=B+u\:
CIENCIAS

Ejercicio 20 Ma

<4<
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 21.
Sustituyendo P(3v/5, —2) en la ecuacién

Z'2 y2
25 b2

@\5
o

MATEMATICAS

50

1° Bachillerato
A+Au

B~
s=B+py

CIENCIAS

Ma

Ejercicio 21
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Prueba del Teorema 4.2.
Hallamos la derivada de

@ _v_
a2 b
en el punto P(xo, yo)
2z 2yy , b?
_— = O =—4 = — . —
a? b2 4 a? Yo
Y —yo =m(z — o) [m = y'(20)]
b2 Zo
—yo= — - — (x — xo operando
VW= g ( ) [ ]
Vxor —a?yoy = b2 a2 —a’yd b2 22 —a®y2 =1]
ecuacion de la tangente
Tox Yoy 1
a2

MATEMATICAS

1° Bachillerato
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Ejercicio 22.
Si el punto de tangencia es A(xg,yo) la tangente es
ToZ YUy _

202 A7y

4 2

el punto A(zg,yo) estd en la hipérbola y en la tangente, luego se plantea un
sistema y se resuelve:

2 2
Lo Yo
= =1 x2 29y =4 13
Omg 6y _ [ —sy=1 [P
4 2
1 V/38 1
x%—2(§)2:4:>x0::l:—3 yoz—g

hay dos tangentes :
T Y
V38 —-+==1
38 D T 6
Ejercicio 22

MATEMATICAS
1° Bachillerato

L, r=A+Au

<

s=B+u;

CIENCIAS
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MATEMATICAS
1° Bachillerato

Soluciones a los Ejercicios 53

Ejercicio 23.
El punto P de ordenada 4 y abcisa positiva es:

42 — (4> =20= 2z =43 P(3,4)

La ecuacién de la tangente en un punto cualquiera P(xg, o) de la hipérbola

es:
dxor —yoy =20 ]Vda
luego la tangente en P(3,4),

122 —4y =20
Ejercicio 23
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MATEMATICAS

Prueba de los Teoremas 54 I
1° Bachillerato

L, r=A+Au

Prueba del Teorema 5.1.

-

<

s=B+u\7

d(JW7 d) = d(M, F) CIENCIAS

Operando y ordenando

A |
<« Doc

Volver
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Ejercicio 24.
Sustituyendo el vértice V(1,—2) y el punto P(4,1) en la ecuacién de la
parabola
(y—v0)* = 2p (z — x0)

se tiene 5

(- (-2 =2p4-1)=p=15
luego la parabola es

(y+2*=3(x—-1)
Ejercicio 24

MATEMATICAS
1° Bachillerato
, r=A+Au

>

<

s=B+u\7

CIENCIAS
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MATEMATICAS

Soluciones a los Ejercicios 56 .
chillerato

Ejercicio 25.
La ecuacién de la parabola

<

yY¥=-9r=2pr=—0p=—= s
2 CIENCIAS
luego el foco es
F(%,0) —F(—g,o) Ma
2 4
y la directriz

p 9
d=z=-==-
Ty

Ejercicio 25
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Ejercicio 26.
La ecuacién de la pardbola con vértice V'(0;0), que tiene al eje y como eje de
simetria es
y2 =2px
como pasa por el punto P(—3,3)
32 =2p(-3)=p=-1
vl =2z
Ejercicio 26

MATEMATICAS
1° Bachillerato

A+Au

-

<

s=B+u\7

CIENCIAS
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. L MATEMATICAS
Soluciones a los Ejercicios 58 .
1° Bachillerato

Ejercicio 27.
Parabolas de eje horizontal

Vértice Foco directriz

V(u,v) F(u—l—gv) z=u—2

2’ 2
v =2 V(0,0) F(%,O) x:_% ]\ 13,
y? = —9(z —4) V(4,0) F(E,O) . 243
24, B 19 L
W+57°=3(-6) V(6,-5 F(3,-5) =
Parabolas de eje vertical
V(u,’u) F(u,v+§) y:vfg
2? = —4y V(0,0) F(0,—1) y=1
2? = —4(y - 2) V(0,2) F(0,1) y=3
a:+1)2 =12(y—4) V(-1,4) F(-1,7) b= 1l

Ejercicio 27
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MATEMATICAS

Prueba de los Teoremas 59 .
1° Bachillerato

L, r=A+Au

Prueba del Teorema 5.2.

Hallamos la derivada de y* = 2px en el punto P(z¢,%0) N

ny/ =2p = y' = 2 B

s=B+u;
yo CIENCIAS

y—yo=m(z o) [m =y (x0)]
p Ma
Y= (x — o) [operando]
0
Yo — Yo =p(x — o) [¥6 = 2p o]
YYo =DpT +Dpxo

ecuacién de la tangente

|yyo =pa +pao|

<4 Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 28.
Como el punto P(10,10) estd en la pardbola, la tangente es

10y =52+5(10) = |2y =z + 10

MATEMATICAS

60

chillerato

B
s=B+py
CIENCIAS

Ejercicio 28
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MATEMATICAS

Soluciones a los Ejercicios 61 .
1° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 29(a) Para conseguir la ecuacién reducida de la cénica

922 4+ 167y — 36z + 96y + 36 =0

B

se agrupan cuadrados de la siguiente forma B
» 927 — 36z = 9(:52 —4x) = 9(3;2 —dz4+4—4)=9[(x — 2)2 — 4] CIENCIAS
» 16y° + 96y = 16(y” + 6y) = 16(y° + 6y + 9 — 9) = 16[(y + 3)* — 9] Mal

sustituyendo y operando en la expresién dada se obtiene
9(z —2)* + 16(y + 3)* = 144
dividiendo por 144, se obtiene la ecuacién reducida de la elipse

(x-2?7  (y+3)?*
6 9

1

<4 Doc Doch
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MATEMATICAS

1° Bachillerato

Soluciones a los Ejercicios 62
Ejercicio 29(b) Para conseguir la ecuacién reducida de la cénica
22 —4y2-22-3=0 >
se agrupan cuadrados de la siguiente forma Ryt
2 5 2 CIENCIAS
m " —2z=z"-2z+1-1=(x—-1)" -1
sustituyendo y operando en la expresién dada se obtiene ]\ 1 al
(x—1)2—4y>=4
dividiendo por 4, se obtiene la ecuacién reducida de la hipérbola

ﬂ_y_2:1
4 1

01,00 a=2 b=1 c=+5 ezé

<4 Doc Doch
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MATEMATICAS

1° Bachillerato

Soluciones a los Ejercicios 63
Ejercicio 29(c) Para conseguir la ecuacién reducida de la cénica
22 4+9y? —36y+27=0
se agrupan cuadrados de la siguiente forma
= 9y? =36y =9 —4y) =90° —dy+4-4) =9y —2)° -4
sustituyendo y operando en la expresién dada se obtiene Ma 1
22+ 9(y—2)2=9
dividiendo por 9, se obtiene la ecuacién reducida de la elipse
z®  (y—2)°

MY
9+ 1

0(0,2) a=3 b=1 C:\/g e:?

<4 Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios 64
Ejercicio 29(d) Para conseguir la ecuacién reducida de la cénica
P —12y —8x4+20=0
se agrupan cuadrados de la siguiente forma
y? —12y=9° — 12y +36 — 36 = (y — 6)> — 36

sustituyendo y operando en la expresién dada se obtiene la ecuacién re-
ducida de la pardbola
(y—6)* =8(z+2)

V(6,-2) =4
Foco P
F(u+ Q’U) = F(8,-2)
y directriz
d=z=u+ g =%

MATEMATICAS

1° Bachillerato

L, r=A+Au

<

s=B+u;
CIENCIAS

Ma |
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