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1. Introduccién

Los cientificos de los ultimos anos del siglo XVII dedicaron gran parte de
su tiempo y energia a resolver el problema de la tangente que tiene relacién
en cuestiones como las siguientes:

En o6ptica, el angulo con el que un rayo de luz incide en una superficie
de una lente estd definida en términos de la tangente a la superficie.

En fisica, la direccién de un cuerpo en movimiento en un punto de su
recorrido es la de la tangente en ese punto.

En geometria, al angulo entre dos curvas que intersecan es el angulo
entre las tangentes en el punto de interseccion.

;,Cémo encontraremos la ecuacion de la tangente? Usaremos el método
ya desarrollado por Fermat en 1629.

El concepto de derivada es el fundamento del Célculo. La definicién de deriva-
da puede abordarse de dos formas. Una es geométrica (como la pendiente de
una curva) y la otra es fisica (como razén de cambio).
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1.1. Variacion media

La siguiente tabla da el precio en euros’ de un producto en 8 afios sucesivos
precio | 10 | 18 | 24 | 28 | 30 | 30 | 28 | 24

ano 0 1 2 3 4 5 6 7

Si llamamos P(z) a la funcién precio y « designa los afios, podemos pre-
guntar cuél es la variacién o incremento del precio en el intervalo [0, 1], y ésta
seria

AP = P(1) — P(0) = 18 — 10 = 8 euros.
De forma andloga, la variacién o incremento del precio en el intervalo [1, 3],
es

AP = P(3) — P(1) = 28 — 18 = 10 euros
Ahora bien, la variacién media es el incremento por unidad de tiempo.

» La variacién media del precio en el intervalo [0, 1] es
P(1) - P(0) 18-10

M. = =
v 1-0 1

= 8 euros/ano

» La variacién media del precio en el intervalo [1, 3] es

V.M. = P(3§ — f(l) _ = ; 18 _ 5 euros/ano

IHemos cambiado los ntiimeros para que sean mas cémodos de usar
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» La variacién media del precio en el intervalo [3, 7], es
P(7)—P(3) 24-28
7-3 4
que indica que el precio ha disminuido a razén de un euro por ano.

V.M. =

= —1 euros/afnio

De forma general definimos de la variacién media para una funcién f(z) en M
un intervalo [a, b] como a

Variacién Media en [a,b]

V.M. =

DERIVADAS

En el intervalo [a, b] la VM representa graficamente la pendiente del seg-
mento que va desde el punto A(a, f(a)) al punto B(b, f(b)).
En el grafico siguiente se muestra como varia graficamente la VM en

distintos intervalos. <44 P>
|
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e Interpretaciéon geométrica

En [1, 3]
PB) - PQ)
M =——-—
v 3-1
_ ; 18 _ 5 euros/ano
En [1,5]
_ PGB -PQ)
V.M. = 51
_ 3018 3 euros/afio
4
En [1,7]
_ P - PQ)
V.M. = =
_ A g 18 _ 1 euros/ano

1

2

3

anos
La V.M. representa la pendiente del segmento que une los puntos de la curva.

4

5

6

7
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r=A+iu

1.2. Variacién instantanea

Como el intervalo [a, a+h| varia con h, si hacemos h cada vez mas pequeno, A\
es decir hacemos tender h a 0, obtenemos la variacién instantanea VI. B

s=B+py
CIENCIAS

Variacién Instantanea en a
fla+h) — /(@ Ma
h

V.I.(a) = }ILIH%)

La expresion anterior es muy importante en matemaéticas y se relaciona con el
calculo de la recta tangente de una funcién en un punto, como mostraremos
a continuacion.

En el ejemplo anterior de los precios, la V.I. significa la razén de cambio
del precio en un instante de tiempo.

Gréficamente indica la pendiente de la tangente de una funcién en el punto

(z, f(2)).
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Ejemplo 1.1. Si P(x) es precio de un producto y  designa los afios, siendo

P(z) = —2®> 4+ 92+ 10

hallar la V.I.enel anoz =1y enel anox =7

Solucion: El precio en el afio x =1 es P(1) =18 y la V.I. es

VI(1) = lim

= lim
h—0

= lim
h—0

P(1+h)— P(1)

h
—(1+h)2+9(1+h)+10-18
h

—h*+Th
— 5 Amh4T) =7

es decir, en & = 1 el precio estd aumentando a razén de VI(1) = 7 euros/ano

VI(T) = lim

= lim
h—0

= lim

es decir, en x = 7 el precio

euros/ano

P(7T+h) — P(7)

h
—(7T+h)2+9(7+h)+ 10— 24
h
—h? —5h .
- L
estd disminuyendo a razén de VI(7) = —5
O
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1.3. El problema de la tangente

® Idea intuitiva de la reta tangente

Se llama tangente a una curva en un punto, a la recta que pasa por el
punto con la misma direcciéon que la curva.
;Puede la recta tangente cortar a la curva en mas de un punto?.
Puede atravesar la recta tangente a la curva por el punto de tangencia?.

A

4

A

AN

A

\/

Las figuras muestran la respuesta afirmativa a ambas preguntas.

A continuacion veremos como se determina la pendiente de la recta tan-

gente.
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e Ecuacion de la reta tangente
Dada una funcién y = f(z) y un punto A(a, f(a)) del grafo de la funcién
se trata de determinar la pendiente de la recta tangente al grafo de la funcién

en el punto A. Consideremos la recta secante desde A a B. Siendo los puntos
A(a, f(a)) y Ba+ h, f(a+ h)),

la secante AB tiene pendiente

_Af_ flath) - f@

h h
A medida que h — 0, B — A, y
definimos la pendiente de la tan-
gente Mgy COMO

l

|

i @t ) = (@) i 2
h—0 h

Esta pendiente la escribiremos como f’(a) quedando la ecuacién de la tan-

gente de la forma

y—f(a)=f'(a)(x - a) 3)
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2. Definicion de derivada en un punto

Definicién 2.1 Sea f una funcion y a € Dom(f). Definimos derivada de f
en x = a al siguiente limite cuando existe y es finito

Observaciones:
= Cuando dicho limite sea infinito se dice que la funcién no es derivable,
aunque tiene derivada infinita. (Graficamente significa que la recta tan-
gente en ese punto es vertical).

= Para que la derivada exista, la funcién tiene que estar definida en un
entorno del punto.

= Observar que la definicién de derivada coincide con la definicién de pen-
diente de la recta tangente y, con la definicién de variacién instantdnea

= No olvidar que la derivada es un limite, aunque buscaremos reglas para
calcular derivadas sin tener que hacer dicho limite.
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Ejemplo 2.1. Hallar en 2 = 2 la tangente a la curva f(z) = z°.

Solucién: El punto de la curva en z = 2 = f(2) = 22 = 4, A(2,4). La
pendiente de la tangente es

. f(24+h) - f(2) . (2+h)? -4
4 p— —_—m
Fe = = L
2 _
= 1imw:hm(4+h):4
h—0 h h—0

Siendo la recta tangente
y—4=4(zx—-2)
o 1
Ejemplo 2.2. Hallar en z = 1 la tangente a la curva f(z) = —.
0

1
Solucion: El punto de la curva en ¢ = 1 = f(1) = 1= 1, A(1,1). La

pendiente de la tangente es

1
=1

= M ATRE A TER

Siendo la recta tangente
y—1=—(z—-1)
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Ejercicio 1. Hallar la pendiente de la tangente en x = 1 de las funciones:
a) f(z)=1-3=x b) g(z) =2+ 5z

Ejercicio 2. El coste de extraer T toneladas de cobre de una mina es C'(T')
en miles de euros. A partir de los siguientes datos

C(10) =200  C(20)=300 C’(10)=8

dar las unidades y explicar en palabras el significado de las siguientes expre-
siones:

C(20) — C(10

a) C(20) —C(10) b) M

!
1 =
50 =10 c) C'(10) =8

En las paginas anteriores hemos obtenido la expresién

L fath) — [
h—0 h

como definicién de razén de cambio o de V.I. (variacién instantdnea) y como
la pendiente de la recta tangente a una funcién. De una forma general la
llamamos derivada de la funcién en el punto a y la denotamos por f’(a).

A continuacién estudiaremos la relacién que hay entre una funcién que es
continua en un punto y que tenga derivada en el mismo.
Posteriormente con la definicién anterior aprenderemos a calcular las derivadas
de las funciones més habituales sin necesidad de realizar el limite.
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e Derivabilidad y continuidad

En el capitulo anterior se estudié la continuidad de las funciones. La deri-
vabilidad de una funcién es una propiedad més «fuerte» que la continuidad,
ya que no todas las funciones continuas tienen tangente en un punto.
En al figura se representan dos funciones f(z) y g(z). En el punto z = 2
dichas funciones no son derivables y no tienen tangente en dicho punto. En
f(z) por no ser continua y en g(z) porque cambia la pendiente «bruscamente»
en dicho punto.

A A
31 f(2) 31 g(z)
24 9
1 11
i 3 3 i P 3

Teorema 2.1. Si f(z) es derivable en z = a entonces es continua en a.
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e Derivadas laterales

Si el limite que define la derivada lo tomamos sélamente por la derecha o
por la izquierda, obtenemos las derivadas laterales.

Definicién 2.2 Se llaman derivada por la derecha y derivada por la izquier-

da, respectivamente, a los siguientes limites, si existen y son finitos:
1. Definimos la derivada por la izquierda de f en a cuando
h) —
flla™) = hlim M existe (5)
—0—

2.  Definimos la derivada por la derecha de f en a cuando

oy fath =@ .
f'(a™) Jim, o existe (6)
Teorema 2.2. Sea f una funcién definida en un intervalo abierto conteniendo
a x, entonces f'(x) existe si y solo si existen las derivadas laterales f'(z7) y

f'(z1) y son iguales. En este caso

fl@)=f'(=7) = f(z%)
Demostracion: Se deduce de la propia definiciéon de limite, ya que para que
un limite exista deben existir los limites laterales y ser iguales. ]
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Ejemplo 2.3. Demostrar que f(z) = |z| no es derivable en z = 0.
—x <0

Solucidon: Siendo f(z) = |z| = { : >0 APy
B

s=B+py

w Y= |33| CIENCIAS

=5 lim — =1 5 1 3 2 1 i 2 5 4 %

Como f'(07) # f/(07) la funcién no es
derivable en x =0

Ejercicio 3. Estudiar la derivabilidad de f(z) =z — |1 — 2| en = 1.

Ejercicio 4. Probar que f(x) es derivable en 2 = 1

vV 0<z<1
f(z) = 1L 4 e
2

1<z
<« Doc Doch
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Ejemplo 2.4. Analizar gréifica y analiticamente la derivada en = 0 de f(x):

[ (@+2)? x<0 \Q\
fl@)= { —224+4 0<z :a_n\ﬂ"
CIENCIAS

Solucion: Hallamos las derivadas laterales f'(07)y f'(07)

raey g JO+R) = f(0)
ro) =y LG
. (h+2)2—4 , n
B hli)%l— h ik <
o R Eﬂ
I e S 3
/ _ f(O+h)— £(0) —
Fo) = IO 2
. (=h*+4)—4
- hlgg+ h 2 3 D

— lim (~h)=0
e (S

Como f'(07) # f/(07) la funcién no es derivable en x = 0.

. o2 . . << > >
En el grafico se aprecia que la funcién es continua pero no es derivable.. En
el punto x = 0 presenta un «pico» o cambio de direccién. 1 <
<4 Doc Doc»
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<« Pulsa y elige el botén Derivadas y realiza la siguiente
préactica sobre los ejemplos anteriores.

Préactica 2.1.

a)

Sea la funcién: f(x) = |z|. Para representarla introduce en f(z) la expresién
abs(x) y pulsa en el botén Nueva Funcion. Desplaza el botén controlador y
observa que la funcién no es derivable en z = 0.

Sea la funcién: f(z) = 1 — |1 — z|. Para representarla introduce en f(z) la
expresion 1-abs(1-x) y pulsa en el botén Nueva Funcion. Desplaza el botén
controlador y observa que la funcién no es derivable en x = 1.

vV 0<z<1
Sea la funcién: f(z) = 14z P Para representarla introduce
<z
en f(z) la expresion x<1 ? sqrt(x):(1+x)/2y pulsa en el botén Nueva Fun-
cion. Desplaza el botén controlador y observa que la funcién es derivable en
z =1

(x+2)° z<0
—*+4 0<uz
f(z) la expresién x<0 ? (x+2)"2:-x"2+4 y pulsa en el botén Nueva Funcion.
Desplaza el botén controlador y observa que la funcién no es derivable en
z=0.

. Para representarla introduce en

Sea la funcién: f(z) = {

<
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Test. Si f(x) es continua en = = a entonces es derivable.
(a) Si (b) No

CIENCIAS

3. Funcion Derivada

Definicion 3.1 Sea f una funcion. Si calculamos la derivada de f en cualquier ]\ 131
T que se cumpla

! _ 1- . t

f(z) lim existe

hemos definido la funcién derivada f'(z

~

de la funcion f.
En general se tiene que Dom(f") S Dom(f)

Ejercicio 5. Sea la funcién f(z) = y/z. Demuestra con la definicién de
derivada que

f@=5

y comprobar que Dom(f’) € Dom(f).

DERIVADAS

A continuacién vamos a obtener las reglas de derivacién de las funciones

elementales <44 P>
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4. Reglas de Derivacion
® Derivada de una constante

Teorema 4.1. Sea f una funcién constante f(x) = ¢ Va € R, siendo ¢ un
ntmero real, entonces

f(@)=[] =0 VzeR

® Derivada de la potencia

Teorema 4.2. (Regla de la potencia)

f@)=2"= f(2)=[") =na""

Nota al Teorema. La regla anterior se extiende y funciona cuando el ex-
ponente es cualquier nimero real.

Ejemplo 4.1. Hallar las derivadas de
f@=2* gl@)=z° hz)=2"°
Solucion: f'(z) =6x°  ¢'(x) = -5z B (z) = ng/?’ O

Ejercicio 6. Calcular las derivadas.

a) f(z)=2z" b) f(z) = Va3

MATEMATICAS
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¢) f(z) = VaT d) f(z) =227
® Regla de la suma

Teorema 4.3. (Derivada de la suma) Sean las funciones u = f(z) y v = g(z).
Entonces

[f (@) + 9(2)]" = f'(x) + ¢ () (®)

/

y=u+v= ¢y =u+v] =u+ (9)

Ejemplo 4.2. Hallar las derivadas de
fl@)=2+2*  g(a) =2 -2

Solucion:
f'(x) =32 + 42> ¢'(z) =2z + 3274

O
Ejercicio 7. Calcular las derivadas.
a) f(z)=32> 5273 b) f(z) =x*-3, z°
¢) f(z)=x042710 d) f(z)=x— Vb
e) fa) =a®+a%0% 1) f@)=Vad + ¥z
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® Regla del producto

Teorema 4.4. (Derivada del producto) Sean las funciones v = f(z) y v =
g(z). Entonces

[f(@)g(@)]" = f'(z)g(x) + f(2)g'(x) (10)

Yy=u-v— y/:[u~v]/:ul"l)+lt"l)/ (11)

Ejemplo 4.3. Hallar la derivada del producto
fl@) = (2 +a*)(@® —27?)
Solucion:

f'(x) = (322 +42®) - (22 — z73) + (23 + 2*) - (22 + 327%)

O
Ejercicio 8. Calcular las derivadas.
a) f(z)= (2 +10)(1 — 2?) b) flz)=(z+2°+1)-(1+2)
¢) f(z) = (2" +1)(1-2) d) f(z) = (2 - 22) - (1 - 2?)
e) f(z) = (2*+2%) (3 +u2) f) f(@) = (Vo +2) - (x — V)
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® Regla del cociente

Teorema 4.5. (Derivada del cociente) Sean u = f(z) y v = g(x) YA
B

f@)]" _ F(@)g(x) - f(z)g (z) LA
[gm} - 9@ 12 ‘

)]
P <
Ejemplo 4.4. Hallar la derivada del cociente f(z) = o p— A
Solucion: §
, (3z% +423) (2% — 273) — (23 + 2*) (22 + 3271) =
fi(@) = 2 —3)2 o~
(‘T - ) Lﬂ |
- A
Ejercicio 9. Calcular las derivadas.
1 2 +1
= — b —
a) f(.’L‘) ) f(l‘) x <4< > >
041 22+ <
c) flx) = d) f(z) =
-z r+3 <4 Doc Doch
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® Regla de la cadena

Teorema 4.6. (Regla de la cadena) Sea las funciones y = f(u) y u = g(x).
Supongamos que g es derivable en x y f es derivable en u, entonces la funcién
compuesta f o g es derivable en x y su derivada es

Ejemplo 4.5. Hallar las derivadas de
fl@) =2z +2*+5)> g(z)=(@2-2")°

Solucion:
f'(xz) =32z + 22 +5)2%(2+22)
g'(z) = 6(2 — z'%)°(-122™)

Ejercicio 10. Calcular las derivadas.
a) f(z) = (1+22)°

&) f(@) = (210 + 1)
e) f(z) = x2(22 + 2)3

b) f(z) = (z+2%)°
d) f(z) = (22% + )3
f) fla)=(1-2?)>5+x)°
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5. Derivadas de las funciones trascendentes

e Trigonométricas

Teorema 5.1. Las derivadas trigonométricas elementales son:

1
cos? x

senz) = cosz cosz) = —senz tanz) =
(senx)

Ejemplo 5.1. Hallar las derivadas de
f(z) = sen 6z g(x) = cos(1 + z?) h(z) = tan 2>
Solucion: Del teorema y aplicando la regla de la cadena se tiene

/ / 2 ’ 3:172
f'(x) = 6cos bz g'(x) = —2zsen(l + z*) ' (x) =

Ejercicio 11. Calcular las derivadas.

a) f(z) =sen(3z+1) b) f(x) =sen(x® +1)
¢) f(z) =sen(z? +1) d) f(z)= cos(1 — x)
e) f(x)=tan(l + 22% + %) f) f(x) =sec(l — z?)

cos? 3
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e Exponenciales

Teorema 5.2. Las derivadas de la funcién exponencial son:

(ew)/ — e:l?

(a®) =a” Ina

0<a#1)

(16)

Ejemplo 5.2. Hallar las derivadas de
f@)y=e  gl@)=e"  h(@) =6
Solucion: Del teorema y aplicando la regla de la cadena se tiene

flz)=6e%  ¢(z)=2zet™ h'(z) = 6" In6 cosz

Ejercicio 12. Calcular las derivadas.
a) f(z)=e "o+

C) f(ﬂ?) _ 61—sen2:Jc

9) )= (§)+

b) f(x) = SI sen x
d) f(:IZ) _ 2tan3&c

sen r-+cos T
a

f) fz) =
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MATEMATICAS
27 .
1° Bachillerato

Seccién 5: Derivadas de las funciones trascendentes
e Logaritmos

Teorema 5.3. Las derivadas de la funcién logaritmica son:

s=B+py
CIENCIAS

Ejemplo 5.3. Hallar las derivadas de
f(l') = 111(51‘ - $2) g(l’) = 111(5 — Senx) h(.’E) = 10g3($2 —+ ez)

Solucion: Del teorema y aplicando la regla de la cadena se tiene

DERIVADAS

, 5— 2z , —cosx , 1 2z +e”
= e— = e— h = —
=) S5z — x? 9(®) 5 —senw (z) In3 22 + e
O
Ejercicio 13. Calcular las derivadas.
a) f(z) =In(z + vz +1) b) f(z) =1In(x? +senx)
2 2 x << > >
¢) f(z) =In(z” senx) d) f(z) =In"(1+ ")
<
1
e) f(x) = 1n2(1 + lnx) f) f(m) = 10g5(m) <« Doc Doc»
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Seccién 5: Derivadas de las funciones trascendentes

r=A+iu

® Derivadas Logaritmicas

Dada una funcién y = f(x), la derivacién logaritmica consiste en tomar
logaritmos en los dos miembros de la igualdad y derivar, después de simpli- +< 1

. ., ’ . . . l-B+urv
ficar. La derivacién logaritmica se aplica: GIIRGTAG

= Para derivar funciones del tipo y = f(z)9®.

s Para simplificar la derivacién de productos y cocientes. M a.

sen

Ejemplo 5.4. Derivar y = x

Solucion: Tomando In y derivando en ambos miembros resulta:

Iny=Inz*"* —= lny =senz-lnz
/

sen T
¥y _ cosz-Inz +
Yy

y se despeja v/,

DERIVADAS

sen
y = g5n* (cos:c-lnx—i— )
O
Ejemplo 5.5. Derivar y = cos z”.
Solucion: Iny =Incosx® = Iny = x - Incosx << »>
, - ( senx)
y =cosz® (Incosxz — x <
cos &

O <« Doc Doch
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5.1. Regla de la inversa

Teorema 5.4. (Regla de la inversa) Sea la funcién f(z) y su inversa f~!(x). YA\
B

s=B+py

(18) CIENCIAS

Ejemplo 5.6. Siendo f(z) = 2% y f~!(x) = v/ su inversa para x > 0, hallar
(V)

Solucion: De la ecuacién (18),

N

<

(VaY = 57 1 =
) = =

@) | 2vE <

O —

] : —il : / =
Ejemplo 5.7. Siendo f(z) =e®y f~ (z) = Inz, deducir (Inz) &
Solucion:

olucion — 111 Q

= ST elnr g
u 44 P>
<
<« Doc Docp»
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Seccién 5: Derivadas de las funciones trascendentes

® Derivadas de Arcos trigonométricos

TEOREMA 13. Las derivadas de los arcos trigonométricos son:

1
!
a) (arcsenz) = .
® (emns) =
b) (arccoszx) = ———.
(c) (arctanz)’ = T

Ejemplo 5.8. Hallar las derivadas de

f(z) = arcsen 6z

Solucion:
6

Fo=—er

Ejercicio 14. Calcular las derivadas.
a) f(x) = arcsen(—x)

¢) f(z) = arcsen(lnz + x)

e) f(xz) = arctan(sen x)

g(x) = arctan 3

b) f(x) = arctan(z?)
d) f(z)=arccos(l — )
f) f(z) = arctan(lnz)

30
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6. Ejercicios

Ejercicio 15. Un economista esta interesado en ver como afecta el precio de
un libro p en miles de euros en las unidades vendidas V' (p). A partir de los
siguientes datos

V(5)=2000  V(10) =500  V'(5)=—25

dar las unidades y explicar en palabras el significado de las siguientes expre-
siones:

a) V(10) = V(5) p V1O =V()

/
‘/ = —2
10—-5 2 (5) g

Ejercicio 16. Una pelota cae desde lo alto de un edificio y su altura en
metros cuando varia el tiempo ¢ en segundos sigue la funcién

ft)=125-2¢2
a) {Cuél es la altura en el instante t = 07
b) La velocidad de caida corresponde a f(t). { Qué velocidad lleva la pelota
en el momento ¢t = 2?7 y jcual es su significado?
Ejercicio 17. Hallar a y b para que f(z) sea una funcién derivable en x = 1

3
xz>—1 x<1
f(x)_{ax—i—b 1<z

MATEMATICAS
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Ejercicio 18. Hallar a y b para que f(z) sea una funcién derivable en z = 0

f(l‘):{ 2241 <0

ar+b 0<uw

Ejercicio 19. Hallar a y b para que f(z) sea una funcién derivable en z = 1

ar’?+br—1 <1
f(x)_{ 20z -2 1<z

« Pulsa y elige el botén = Funciones a Trozos y realiza la
siguiente practica con las funciones anteriores.

Préactica 6.2.
3
<
a) Sea la funcién: f(z) = { :xr—t 322
f(z) la expresién x<0 ? x"3+1:a*x+b y pulsa en el botén Nueva Funcidn.
Desplaza los controladores de a y b y observa que la funcién es derivable en

z=0cuandoa=0y b=1.

ar’+br—1 z<1

2bz — 2 1<z
duce en f(z) la expresién x<1 ? a*x”2+b*x-1:2*b*x-2 y pulsa en el botén
Nueva Funcién. Desplaza los controladores de a y b y observa que la funcién
es derivable en z =1 cuandoa =1y b= 2.

. Para representarla introduce en

b) Sea la funcién: f(z) = { . Para representarla intro-
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Ejercicio 20. Calcular las derivadas.

a) f(z)=1In?*(1+ cosz)?

C) f(ﬂ?) _ el—senac

Ejercicio 21. Calcular las derivadas.

a) f(z)=In(1 - vx)?

Ejercicio 22. Calcular las derivadas.

a) f(z) = 2% arctana~'/?

Ejercicio 23. Calcular las derivadas.

a) f(z) = (tanz)*"*

33

b) f(x) =senxz(l + cosx)?
@) f(a) =8

/14 tanx
b) f(m) = 1—tanz
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Soluciones a los Ejercicios 34 1° Bachillerato
Soluciones a los Ejercicios .
Ejercicio 1. A
a) Siendo f(z) =1 — 3z, oS
1 h _ 1 1 _ 3 1 h _ _2 CIENCIAS
f) - g LA SO 1804 - (2)
h—0 h h—0 h
. —3h M al
= lim —=-3
h—0 h

b) Siendo g(z) = 2+ bz,

1) = lim<*X—~72 JV7
g() hlg}l h h—0
5h
hli%h 5

En este caso f(z) y g(x) son lineales o rectas y se puede observar que la
derivadas respectivas coinciden con la pendientes de las rectas dadas.
Ejercicio 1

<4 Doc Doch
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Ejercicio 2.

a)

b)

C(20) — C(10) = 300 — 200 = 100 miles de euros, es el incremento en

el coste de pasar de extraer 10 toneladas a extraer 20 toneladas.

C(20) — C(10) _ 300 — 200
20-10 20— 10

mento medio en el coste de pasar de extraer 10 toneladas a extraer 20

toneladas, es decir por cada tonelada de mas que se extrae aumentamos

el coste en 10 mil euros.

= 10 miles de euros/tonelada, es el incre-

C’(10) = 8 miles de euros/tonelada, es la variacién instantdnea en el
coste cuando se extraen 10 toneladas , es decir cuando se estdn ex-
trayendo 10 toneladas, el coste estd aumentando a razén de 8 mil euros
por tonelada extraida.

Ejercicio 2

MATEMATICAS
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Prueba del Teorema 2.1. Veamos que la derivabilidad implica la con-

tinuidad. fa+h) - f(a)
07 — T8 a+n)—fla .
f'(a) = }ILIE%J T existe
multiplicando por h
. . . flath) = f(a) M
/ P . —_—
pty Sl = g he g T ad

lim - f'(a) = Jim (f(a+h) - f(a))
0 = lim(f(a+ ) - f(a))

%in}) fla+h) = f(a) = f(x) continua en z = a

<4 Doc Doch
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Ejercicio 3. Siendo f(z) =z — |1 — 2| = {

Como f'(1

20—1 =<1

1 1<z
=y oy JAHR) - FQ)
Fan) = et h B

gy 20am i1
- h—0— h
i1y e AR — ()
Fan = e h B
. 1-1
- o

~)# f/(17) la funcién no es derivable en z = 1.

MATEMATICAS
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Soluciones a los Ejercicios 38

Ejercicio 4.

fl@)=9 1+2 <o
2
_ . f@+h)—f1) VvV1i4+h-1
"(1 = =
Fan) = e =y AT Ma
&) lim h =1/2
h—0- (vV1+h+1)h
2+h
T L R O N
Fan = e h = B
. h
= moon = 1/2
f/(17) = f'(17) = es derivable en z = 1
(1) Por el conjugado. Ejercicio 4

<4 Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios 39
Ejercicio 5.

fath)—f@) _ | VaFh-yE _0

fle) = hlirtr)l— h h—0~ h )
@ Vr+h—yz Vzt+h+z
h—0— h v+ h+ \/_
h Ma |

Iim —
ho0- hvz+h+x

, 1 1
- erhivE 2
luego )
f@)=ve= f'(z) = oW

Se tiene que Dom(f) = [0,+00) y f'(0) no existe, luego el Dom(f") =
(0, +-00) & Dom(f) = [0, +00)
(1) Por el conjugado. Ejercicio 5

<4 Doc Doch
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Prueba del Teorema 4.1. Sea f una funcién constante f(x) =c¢ Vo € R

fla+h) - f(a)

! — 1
f@) ) h
c—c
= 1' =
hlir%) h 0

MATEMATICAS
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Prueba del Teorema 4.2. Sea f(z) = z" con n € N. Se tiene que
flx+h) = (x+h)"=
= 2" +n2" " 'h + h?*{ polinomio en h}
En la diferencia de f(x + h) — f(z) se elimina z™ y queda
f(x+h) — f(z) = nz""*h + h*{ polinomio en h}
luego en la expresién

fl@+h) - fz)
h

= nz" "' + h{ polinomio en h}

al ser la derivada f’(z) el limite de esta expresién cuando h — 0, como el
segundo sumando
%in%) h{ polinomio en h} =0

f'(z) = na"?

MATEMATICAS
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L, r=A+Au

Ejercicio 6.
a) Si f(z) =223,

>

<

f'(x) = 262" )
b) f(x) = \/1’_3 = x3/2_ Luego CIENCIAS

¢) f(z) = Va7 = 27/5. Luego

d) f(z) =223 Luego

Ejercicio 6

A |
<« Doc
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Soluciones a los Teoremas 43
Prueba del Teorema 4.3. Siendo (f + g)(z) = f(z) 4+ g(x), se tiene que
(f+g)@+h)—(f+9)()

h
_ fleth)+g@+h) - flx) —g(x)
h
_ fd ) - f@) gl th) - @) Mal
h h -
1) (2
Al pasar al limite cuando h — 0,
fla+h) - fz) /
(1) ( —|—hi)b— o f'(x)
@ === —J@

obteniéndose

<4 Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios 44

Ejercicio 7.

a) Si f(z) =3x> 5273,
fl(x)y=6z+ 15274
b) Siendo f(x) = 2® — 35, Ma
fl(z) =2z —152*
¢) Si f(x) =2+ 2719
fl(z) =102 — 102z~

3

d) Siendo f(x) =2 — Va5,
fi@x) =1~ §x2/3
e) Siendo f(z) = z® + 28903,

f(x) = 827 + 8,003x7-003
f) Siendo f(z) = Va3 + /x,

Fla) = gxuz " %x_4/5

Ejercicio 7 <« Doc Doc b
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Soluciones a los Teoremas 45

A+Au

Prueba del Teorema 4.4. Siendo (fg)(z) = f(x)g(z), se tiene que
flz+h)g(z +h) - f(x)g(z)

= introduciendo g(z + h) f(z)

h fn+;n7
_ [+ W@ +h) = gz + W) @) + gl + W) = f@)g()
h
I CELES (ORI CRRT) Mal

(€] (2)
Al pasar al limite cuando h — 0,
) LEENZIE oy — gt
@) J@ NI )

obteniéndose

<4 Doc Doch
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Ejercicio 8.
a) Si f(z) = (z* +10)(1 — 2?), :
f(@) = 22) - (1 - 2) + (2* + 10) - (~22)

s=B+pvy

CIENCIAS

b) Siendo f(z) = (z 4+ 22+ 1) - (14 z),
fll@)=(1+22) (—22)+ (x+2* +1) - (-2) Mal
¢) Si f(z) = (=" +1)(1 - =),
@) = (102%) - (1= z) + (2" + 1) - (1)
d) Siendo f(z) = (z* - 2z) - (1 — 2?),
F'(z) = (22 - 2) - (1 — 2%) + (¢® — 22) - (—22)
e) Siendo f(z) = (a? +2°) - (3 + ),
F(@) = Qo +322) - B+a) + (a2 +2%) - (1)
f) Siendo f(z) = (Va3 +2) - (z — /).
i) = (gxlﬂ +1)-(z— )+ Va3 +z) (1— éx—4/5)

Ejercicio 8
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Soluciones a los Teoremas 47 1° Bachillerato
Prueba del Teorema 4.5. Siendo (fg)(z) = f(x)g(z), se tiene que * 4 e
fath) _ f(x) i\
th(z) = (<1 operando) P
- f(,'L' + h)g(,’]}) _ g(,’I; + h)f(x) ) ) CIENCIAS

= ha(@ + )9 (@) (< introduciendo f(z)g(x)) Ma ‘
_ fla+h)g(@) —g(@)f(2) + g(2)f(x) — g(z + h) f(x)
hg(z + h)g(x)
_ St —f@)  g@) fle) g+ h)—g()
h gl +h)g(x) gz +h)g(x) h

1) (2)

Al pasar al limite cuando h — 0,

1) f(w+h})l—f(fv) g(ﬂc;

o _J@  s@rh—gla)
g9(z + h)g(x) h g(z)
obteniéndose la féormula para la derivada del cociente.
[f(:v)}' _ f@)g(x) - f(z)g'(x)
g(x) g(x)?

< <4 Doc Doch
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=A+Au

Ejercicio 9.

®) §i f@) =1, T
ion_ O)@) =) 1 Bl
f (:C) - T - _ﬁ CIENCIAS
.’52
b Si f(e) = T2, Ma4
F(z) = (22)(z) _:v(2$2 +1)(@) _ xzx; 1
xlO
) 8i ()= T
oy (1022)(1 — z) — (21 +1)(-1)
fl(x) = 022
d) Siendo f(z) = 9;2 :;
) = 2z + 1)(z + 3) — (2% + z)(1)

(x+3)2

Ejercicio 9
<

<« Doc
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Soluciones a los Teoremas 49
Prueba del Teorema 4.6. Siendo (f o g)(z) = f(g(x)), y llamando a
Ag =gz +h) —g(x) 7

se tiene que s=B+py

(fo)e+h) = (fog)@) _ flola+h) - flg)
h

A+Au

<4 Doc Doch
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Ejercicio 10.
a) Si f(z) = (1+2z)3,
fl(@) =3(1+22)*(2)
b) Siendo f(z) = (z + z?)3,
f'(@) = 3(x +2°)*(1 + 22)
¢) Si f(z) = (&% +1)%,
f(z) =2(z" +1)(102°)
d) Siendo f(x) = (223 + )3,
f'(x) = 3(22° + )% (62% + 1)
) Si f(z) = f(z) = 2*(20° + 2",
f(z) = 2z(22% + 2)% + 22 3 (223 + 1)2(62% + 1)

Ejercicio 10

MATEMATICAS

1° Bachillerato

B~
s=B+py

CIENCIAS
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Ejercicio 11.
a) Si f(z) =sen(3z +1).

f(x) = 3cos(3z + 1)

b) Si f(z) =sen(s® +1).

f'(x) = 32% cos(z® + 1)
¢) Si f(z) =sen®(2® 4 1). Luego

f'(z) = 3sen?(2® 4 1) cos(x? + 1) (27)

) Si f(x) = cos( ).
(@) = =sen( ) =0
e) Si f(x) = tan(1 + 222 + 2®),
'@ = oza +12:172 T e
) 81 @) = sec(l = %) = ——r

f'(x) =

—sen(1 — 2?) (—2z)

cos?(1 — x2)

51

Ejercicio 11

MATEMATICAS
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<

s=B+u;
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1° Bachillerato

, F=A+Au

Ejercicio 12.

a) Si f(z) = e~5eT4”, .
"(z) = e_5w+4gg2 5482 ?;:;;
f( ) ( ) CIENCIAS
b) Sl f(:l:) — el‘ Sen:l:'
f’(x) =" **"®(senx + x cosx) Ma

C) Si f(a;-) — el—senzx. Livess
f’(x) = el—sen2 x(—z sen r cos l‘)

d) Si f(z) = 2tn3e,
3

cos? 3z

f/(il') — 2tan3:c n?2

e) Si f(x) = <g)aa2+3x7

f(z) = (g)m%ﬁ% (22 + 3) 1n§

f) Si f(.’L') = asenx+005x

f/(x) = g x+cosx Ina (cos T — sen x)

Fiercici <4 Doc Doc P
jercicio 12
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Ejercicio 13.

a) Si f(z) =In(z + vz +1).

f/(x):m+\}5+1(1+2\1/5)
b) Si f(z) =In(z® +senz) f'(z)= m&:v—i-cosx) Ma
) Si f(z) = In(a? sen). _
f(z) = m(% sen + 2” cos z)

d) Si f(z) =In*(1 +1Inzx).
() =2In(1 +€%) ! e’

1+e”
e) Si f(x) =In*(1 +1Inz).
f'(x) =2In(1 +Inx) T lnxé
f) 8i f(z) = logs(;————)-
oy L

. <4 Doc Doch»
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Prueba del Teorema 5.4. Sea la funcién f(z) y su inversa g(x) = f~*(z).
Teniendo en cuenta la identidad

(fog)(z) =2 e

s=B+u;

derivando con la regla de la cadena se tiene GG

f'lg(@)) g'(x) =1 M4
despejando ¢'(x)

, - 1
9@ = F@)
luego )
U= = 7y
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Teorema 13(a) Teniendo en cuenta la identidad
sen(arcsenz) = x
derivando con la regla de la cadena se tiene
cos(arcsen ) - (arcsenzx) =1 (19)
Teniendo en cuenta que Ma,

cos(f) = /1 —sen? f

cos(arcsen ) = /1 — sen?(arcsenz) = /1 — 22

y despejando en (19),
1
V1 — 22

(arcsenz) =

<4 Doc Doch
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Teorema 13(b) Teniendo en cuenta la identidad
cos(arccosz) = x
derivando con la regla de la cadena se tiene
—sen(arccosz) - (arccosx) = 1

Teniendo en cuenta que

sen(f) =+/1—cos? f

sen(arccosz) = /1 — cos?(arccosz) = /1 — 2

y despejando en (20),
-1

V1—22

(arccosz) =

56

(20)
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Teorema 13(c) Teniendo en cuenta la identidad

tan(arctanz) = x N
derivando con la regla de la cadena se tiene B
1 CIENCIAS
— . (arcta v =1 21
cos?(arctan x) (arctan z) (21)
Teniendo en cuenta que
1
2
cos =
(7) 1+ tan? f
1 1

2
cos“(arctanz) = =
( ) 1+ tan?(arctanz) 1+ 2

y despejando en (21),
1

14 22

(arctanz) =
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Ejercicio 14.

o) Si f(z) —arcsen(—z)  f(a) =~ _1(_x)2
b) Si f(z) = arctan(s?)  f(z) = \/i‘f_ﬂ
¢) Si f(z) = arcsen(Inz + ). Ma
)= 7= (1r11w~|—x)2(% i

) 1 ) = ool = @)

@) = = ()
) BH () = eretimaifseme)
) 6 () = ectemlin))

f@) =13 (}nx)2é

Ejercicio 14 < Doc Doch
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Ejercicio 15.

a)

V(10) — V(5) = 500 — 2000 = —1500 libros, es el incremento en las
ventas de libros al pasar de un precio de 5 euros a un precio de 10
euros, como es negativo se pierden 1500 libros en las ventas.

V(10) = V(5) 500 — 2000

10 -5 - 10-5

medio en las ventas de libros al pasar de un precio de 5 euros a un
precio de 10 euros, como es negativo se pierden 300 libros en las ventas
por cada euro que aumenta en el precio.

= —300 libros/euro, es el incremento

V'(5) = —25 libros/euro, es la variacién instantdnea en las ventas de
libros con un precio de 5 euros, como es negativo con este precio las
ventas estdn cayendo a razén de 300 libros por euro

Ejercicio 15

MATEMATICAS

1° Bachillerato
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Ejercicio 16.

a) La altura en el instante t = 0, es f(0) = 125 metros, que corresponde a
la altura desde la que se suelta la pelota.

b) La velocidad de caida corresponde a f’(t)
v(t) = f'(t) = —4t
En el momento ¢ = 2 la velocidad es
v(2) =—-8 m/s

y significa al ser negativa, que en ese instante la pelota esta perdiendo
altura a razén de 8 m/s.

Ejercicio 16
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Ejercicio 17. Siendo

-1 z<1
f(:z:)—{ ar+b 1<z

= Para que sea continua en x = 1

fA)=0=f1")=a+b=a+b=0

= Para que sea derivable en x = 1.

f’(a:):{ 322 <1

a 1<z

Fa)=3=y01"=a=
Sustituyendo en la ecuacién a + b = 0, se tiene

Ejercicio 17
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1° Bachillerato

<4 Doc Doch

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 18. Siendo

241 <0
f(:z:)—{ arx+b 0<uz

= Para que sea continua en z =0
fO)=1=f0")=b=

= Para que sea derivable en x = 0.

f'(:v)z{ 322 <0

a O<z

F07)=0=f(0")=a=[a=0]

62

Ejercicio 18
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Ejercicio 19. Siendo

ar?+br—1 <1
f(w)_{ 202 -2 1<z

= Para que sea continua en x = 1
SO =atb=1= 07 =20 -2 =[a=b1]

= Para que sea derivable en x = 1.

p _J 2ax+b <1
f(‘“)_{ 2b 1<z

f17)=2a+b=f(17) =2b=[2a=1b]

Resolviendo el sistema con las dos condiciones se obtienea =1y b =2

Ejercicio 19

MATEMATICAS
1° Bachillerato

L, r=A+Au

<

s=B+u;

CIENCIAS
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Ejercicio 20.
a) Si f(z) =1n?(1+ cosz)>.

f'(x) =2 In(1 + cos x)? 3(1 + cosx)?(—senz)

(14 cosz)3
senx

— —61n(1 3__SOnT
6 In(1 + cosx) 1+ cos )

b) Si f(z) =senz(1 + cosz).
f!(x) = cosz(1 + cos x)® + senx 3(1 + cos z)*(— sen z)

¢) Si f(x) =el™me,
f/(ll) —_ _el—senz COS T

d) Si f(x) =8*"Ine,

/ _ z—Inzx _l
filz) = 8 -In8-(1 :c)

Ejercicio 20

MATEMATICAS

1° Bachillerato

64

L, r=A+Au

<

s=B+u;

CIENCIAS

<4 Doc Doch

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

MATEMATICAS

Soluciones a los Ejercicios 65 .
1° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 21.

a) Si f(z) =In(1 — /z)%
-1 B

f@) = Ggoopt-vag = Simneins

1+tanx 9 1—|—tanw'
1—tanx 1—tanx

sec? x(1 — tanx) + (1 + tanz) sec? x

(1 —tanx)?
 1—tanx 2sec’
~ 2(1+tanz) (1 —tanz)?

sec?

(1 +tanz)(1 — tanx)

Ejercicio 21
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Ejercicio 22.

a) Si f(z) = 2% - arctanz~ /2,
1 1 -1
f/(.'L') = 2(E - arctan ﬁ + 1'2 o W ° 7.’1?_3/2
1
= 2x-arctan — VT

VE 21+ ()
b) Si f(z) = 2. Aplicando logaritmos
Inf(z) =2 Inz

P _ o1
@) =hz+z .
fl(x)=(Inz+1)- 2"

Ejercicio 22
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L, r=A+Au

A
B
s=B+py
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L, r=A+Au

Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 23.

a) Si f(z) = (tanx)*"*. Aplicando logaritmos
In f(z) = senz Intanx e
7 2 CIENCIAS
J;((;)) =cosz Intanx + senx steacnj
: Mal
f'(x) 1

=cosz Intanz + — '

f(z) CoS &

senx

1
"(z) = Int —
f'(z) = (cosz Intanz + Cosx) (tan z)

b) Si f(z) =€” - {/x. Aplicando logaritmos

1
In f(z) =1:+Elngc

flz) 1 11
w2 s
f(x) Inz 1
i) LB

Ejercicio 23
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1° Bachillerato

A+Au

Soluciones a los Tests

Solucién al Test: La continuidad no implica la derivabilidad. Por ejemplo

f(@) = |z| e

CIENCIAS

es continua en 0, sin embargo no es derivable en 0. Final del Test
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