Proyecto MaTEX

Integrales

Fco Javier Gonzalez Ortiz

Directorio
s Tabla de Contenido
s Inicio Articulo

INTEGRALES

<44 P>
<
© 2004 javier.gonzalezQunican.es <4 Doc Docp

D.L.:SA-1415-2004 ISBN: 84-688-8267-4
Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/
mailto:javier.gonzalez@unican.es

1.

2.

3.

Tabla de Contenido

Primitiva de una funcién
1.1. Notacién de la integral indefinida
1.2. Propiedades de integracion
e Homogeneidad e Aditividad e Regla de la potencia
Integrales Basicas
e Ejercicios para practicar
Métodos de Integracion
3.1. Integrales Racionales
e Denominador de grado 1 e Denominador de grado 2 con raices
3.2. Cambio de variable
e Ejercicios de cambios de variable
3.3. Integracion por Partes
Soluciones a los Ejercicios

Soluciones a los Tests

MATEMATICAS

1° Bachillerato

INTEGRALES

<4< > >
A |
<« Doc Doch

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

Seccién 1: Primitiva de una funcién 3

1. Primitiva de una funcién

Definicién 1.1 Sea f una funcién definida en el intervalo (a,b). Llamamos
primitiva, integral indefinida o antiderivada de f a una funcion F en el in-
tervalo (a,b) que cumple

F'(z) = f(z) para todo x € (a,b) (1)

= Hallar primitivas es el proceso inverso de hallar derivadas.

= La expresion antiderivada es muy intuitiva pero para el uso habitual
del concepto se usa mas frecuentemente primitiva o integral indefini-
da.

Ejemplo 1.1. Comprobar que F(z) = 2 es una primitiva de f(z) = 322

Solucién: Comprobamos si F'(x) = f(x). En efecto
F(z) = 2® = F'(x) = 32% = f(2)
O

Ejemplo 1.2. Comprobar que F(z) = 2341y G(z) = > 4+ 5 son primitivas
de f(x) = 32°.
Solucién: Comprobamos que F'(z) = G'(z) = f(z). En efecto

Fiz)=2*4+1 = F'(z) =327

Giz)=23+5 = G'(z) =32 = f(z)
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Seccién 1: Primitiva de una funcién 4
Ejemplo 1.3. Comprobar que F(z) = z*, G(z) = 2* +5y H(z) = 2* -3
son primitivas de f(z) = 4.

Solucién: Comprobamos que F'(z) = G'(z) = H'(x) = f(z). En efecto

Fiz)=2* = = f

Gz)=2*'4+5 = G'(z)=42>=Ff

Hz)=2*-3 = P

O

Estos ejemplos nos muestran que una funcién puede tener mas de una prim-
itiva. En realidad tiene infinitas. Nos preguntamos ;qué relaciéon hay entre
ellas?. La respuesta nos la da el siguiente teorema

Teorema 1.1. Sean F(x) y G(x) dos primitivas de la funcién f(x) entonces
existe una constante C' con

F(z) =G(z)+C (2)
Demostracion: Definimos la funcién H(x) = F(z) — G(x). Se tiene que
H'(z) = F'(z) - G'(z) = f(2) — f(2) =0
como H'(xz) = 0, la funcién H(z) es una constante C. Luego
F(z)—G(x)=C
y por tanto
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Seccién 1: Primitiva de una funcién 5)

1.1. Notacion de la integral indefinida

La notacién utilizada para referirnos a la primitiva o integral indefinida
de una funcién f se debe a Leibniz. Siendo f una funcién de x, escribimos la

primitiva de f como
/ f(z)dz

y representa la funcién cuya derivada es f(z). Fijarse en los detalles
» f(z) es el integrando
= el simbolo dz es la diferencial de x, y

= 1 es la variable de integracion.
Puesto que una primitiva F' de f en la variable = se va a expresar F(z) =

/f(:z:)dx, se tiene

F@) = f(e) = = [ f@)ds = 1(z)

Test. La derivada de la funcién F(z) = / (1 + 2?)dx es

(a) 1+ 22 (b) O

MATEMATICAS

1° Bachillerato

INTEGRALES

<4< > >
A |
<« Doc Doch

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

Seccién 1: Primitiva de una funcién 6

1.2. Propiedades de integracion

e Homogeneidad

Teorema 1.2. (Homogeneidad) Para una funcién f(z) y una constante ¢ € R

se tiene,
/cf )dx = c/f (3)

Demostracion: Derivando la ecuacién (3). Se tiene que

2 [ep@ae = ¢f ()

/ f@is = eg [ flahdo = cf(z)

e Aditividad

Teorema 1.3. (Aditividad) Para las funciones f(x) y g(x) se tiene,

(f(@) +g(x))de = [ f(x)de+ [ g(x)dx (4)
/ [ e |

Demostracion: Es inmediata de la derivada de la suma de dos funciones, que
es la suma de las derivadas. O
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® Regla de la potencia

Teorema 1.4. (Regla de la potencia) Sea a € R cualquier nimero real dis-

tinto de —1,

a+1

a+1
/x“d:r =2 a#—1

Ejemplo 1.4. Calcular las integrales.

a) /x3da; b) /5x6dm

Solucion:
a) /dex: ;jll =%3+C’
b) /5x6dx:5/x6dw:5g(j:ll :5%7—1—0
c) /x_sdx = f:_:ll = —xT_Zl +C

Ejercicio 1. Calcular las integrales.

a) /xzdx b) /7x4dac

()

c) /x_2dx

c) /x_zdac
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Ejercicio 2. Calcular las integrales.

a) / ™% 2 dx b) / 6 VaSdz ¢) / (327° 4 8210)dx

2. Integrales Basicas

Integrales Basicas

Senx+c
xT 1 xT
e+ C —ad*+C
Ina
arCta’nm—'_C
arccosx+c

Es relativamente facil aprenderse las primitivas bésicas si se sabe derivar con
cierta fluidez.
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Seccién 2: Integrales Basicas

e Ejercicios para practicar

Ejercicio 3. Calcular las integrales.

a) /(senx +e%)dx

c>/(§+xi1>d@=

Ejercicio 4. Calcular las integrales.

1 1

C) /(62m+5 +53a:—1) dﬁ!}

Ejercicio 5. Calcular las integrales.

0) / (ﬁ _ Sec2(3x)> i

b) / (e** 1 — 5 sen(3z)) dz
c) / (2% — 3 cos(8z)) dx

+ sen 21‘) dx

+3 cos(2x)> dx
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Seccién 3: Métodos de Integraciéon 10
3. Métodos de Integracion
3.1. Integrales Racionales

Denominamos integral racional a las integrales de las funciones racionales

del tipo @
N(x
| B

donde N(z) y D(z) son polinomios. Para el nivel de este curso solo consid-
eramos los casos en que el denominador sea un polinomio de grado 1 o bien
un polinomio de grado 2. Los casos inmediatos son:

/ldaczln(x)—i—C
i

1
——dx = arctanz + C
1+ 22

todos los demas casos se reducen en la practica a estos, es decir la primitiva
sera con pequenas variantes una suma de logaritmos y arcotangente.
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Seccién 3: Métodos de Integraciéon 11

® Denominador de grado 1
Si el numerador N(z) es un numero todas la primitivas corresponden a
un logaritmo. En efecto:

1 1 2 1
/2x+1dac 2/2x+1d1‘ 2n(2m+ )+ C

7 7 3 7
/3$+5dm—§/Sx+5dx—§ln(3x+5)+0

Cc

T
es de grado igual o mayor que el denominador, se divide

2

El caso general es sencillo / o dr = 2 In(ax + b) + C Si el numerador

dx

T
Ej lo 3.1. Hall
jemplo a ar/$+1

Solucion: Como Gra(x?) > Gra(zx + 1) se divide:

z2 1

= —1 _—
z+1 * +1:+1

/xQd —/(—1)d+/ L 4

1
= §x2—x+ln(x+1)+C
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® Denominador de grado 2 con raices

En este caso se utiliza la descomposicién en fracciones simples.

Ejemplo 3.2. Hallar /

Solucion:

z2— 1

dx

Se descompone en fracciones simples, es decir

?—1=(z—1)(z+1)

2 A

B

2

A(x+1)+ B(x - 1)

2—-1 z-1

z+1

=

2—1

2 —1

Se quitan denominadores y se tiene que cumplir la identidad
2=A(x+1)+ Bz —1)
Se dan valores a x. Las raices de los factores facilitan el calculo
s Parar=1—2=24— A=1

» Parar=-1—2=-2B— B=-1

dx

/ 2
z2 —1

/

z—1

-1
dac+/
x+1

dz

In(z—1) —In(zx+1)+C
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Seccién 3: Métodos de Integraciéon

Ejemplo 3.3. Hallar /

Solucion:

8x
x2 —4

dx

Se descompone en fracciones simples, es decir

2 —4=(z-2)(z+2)

8x

A

B

8  A(z+2)+ B(z-2)

z2 —4

_w—2+

T+ 2

=

x2—4 z2 —4

Se quitan denominadores y se tiene que cumplir la identidad

8z =A(x+2)+ B(zx—2)

Se dan valores a x. Las raices de los factores facilitan el calculo
» Paraz=2=—16=44A— A=14

» Parax=—-2— —16=—-4B— B =14

/

8x

2 —4

dx

4 4
d d
/x—? m+/x+2 .

4ln(z —2)+4In(z +2)+ C

13
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Seccién 3: Métodos de Integraciéon
Ejercicio 6. Calcular las integrales.
2
= +1
a) dz
x4+ 2

3 4+ + 2
) /de

0 /w2+5w+1dx
z+1

Ejercicio 7. Calcular las integrales.

3
2 /H—xzdx

b) /2w+1da§

1422

3r—5

—d
0)/1+%2 x

x—1T
d>/1+—x2d$

8r — 21
Ejercicio 8. Hallar /m dx
3r—1
Ejercicio 9. Hallar/ f dz
2 —x
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Seccién 3: Métodos de Integraciéon 15

3.2. Cambio de variable

Consiste en sustituir una parte del integrando por otra variable para lograr
que la nueva integral sea mas sencilla.
Consideremos la integral

/(233 +3)3 da

Efectuamos el cambio de variable t 2x+ 3
y derivamos 1dt = 2dzx

La técnica consiste en sustituir la variable x por la variable ¢ y la dx por la
dt. Ya que

dt:2d$:>dac=%dt

la integral buscada queda

/(2x+3)3dx = /t?’%dtzé/t?’dt

_ 114_14

= 53¢ _8t +C
1

= §(2m+3)4+0
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Seccién 3: Métodos de Integraciéon 16 .
1° Bachillerato

Ejemplo 3.4. Calcular por cambio de variable

/\/3$—1d:17 W

s=B+pvy
Solucion: CIENCIAS
Con una raiz cuadrada es frecuente igualar el radicando a t*. Asf pues, Z‘ [

3r—1=1¢2
2
3dr =2tdt = dz = gtdt

La técnica consiste en sustituir la variable x en funcién de la variable t y la
dx por la dt.

/\/3x—1da; /\/t_Qgtdt

2
= = [2dt
3/

21, 2.,
P =g
330 "' *

- Yvmip o
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Seccién 3: Métodos de Integraciéon

1
Ejemplo 3.5. Calcular por cambio de variable / e dx
et e *
Solucion: Efectuamos el cambio de variable e* = ¢
Ya que
1
e dr = dt = dr = ;dt

la integral buscada queda

1 1 1 1
er e 7 t+t 1t t24+1
= arctant + C = arctane” + C

x

Ejemplo 3.6. Calcular por cambio de variable / 15? dx

Solucidn: Efectuamos el cambio de variable e* = ¢t
1
e’dr =dt — dv = Zdt

la integral buscada queda

@ o1 1
LS = Sdt = dt
1+ e22 1+¢2 ¢ 1+¢2

= arctant + C = arctane” + C
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Seccién 3: Métodos de Integraciéon

e Ejercicios de cambios de variable

Ejercicio 10. Calcular por cambio de variable

Ejercicio

Ejercicio

Ejercicio

Ejercicio

Ejercicio

Ejercicio

Ejercicio

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Calcular / rvVr+2dr

Calcular / a

1

+z)Vr

1

dx

Calcular

1
Calcul — d
ac“‘”/xm *

eSw
Calcular / _—
1+

— 6w
6200

dx
cos?2 /1 + tanz

dx

Calcular / e"V1 —e®dx

Calcular / semina)

(Inz)

dx

18
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Seccién 3: Métodos de Integraciéon 19
3.3. Integracion por Partes

Sean dos funciones en z, u(x) y v(z) si designamos
1 1
du = ﬁu(x) dv = %v(x)
Por la derivada de un producto se tiene
d
%(uv) =vdu+ udv

ahora, integrando la expresién anterior

/%(uv)z/vdu—i—/udv

d
como / —(uv) = uv y despejando uno de los sumandos de la expresién

dx
/udv:uv—/vdu (6)

anterior se obtiene
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Seccién 3: Métodos de Integraciéon 20 . _
1° Bachillerato

A+Au

Ejemplo 3.7. Calcular por partes

z senx dx A\ P
B
s=B+pvy
Solucion: CIENCIAS
u=2x dv=senxdx /w senzxdr = -—=w cos:c~|—/cosxdx ]\éla
du=dr v=—cosz )
= —gcosz+sinz+C

Ejemplo 3.8. Calcular por partes

/ Inz dx
Solucion:

1
w=1Inz dv=dz /lnxda: = xlnx—/;da:

duzldw v=2x
a8

= zlhnz—lnz+C
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Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

Seccién 3: Métodos de Integraciéon 21

Ejemplo 3.9. Calcular por partes

/:ce“”dx

Solucion:
U=z dv=e"dz /xemdx = xez—/ezdx
du = dz v =e"
= ze*—e"+C
O
Ejemplo 3.10. Calcular por partes
/4373 Inxdz
Solucion:
1
3 4 4
uzlilac dv = 42° dx /4x Inzdr = = lnx—/x ;d$
du = =dx v =zt 1
m = x41nm—1x4+0
O

MATEMATICAS

1° Bachillerato

<« Doc Doch

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

Seccién 3: Métodos de Integraciéon

Ejemplo 3.11. Calcular por partes

/xz e’ dx

Solucion:
u= x> dv = e" dx
du=2zdzx v=¢e"

u=x dv=-¢e"dx
du = dx v=e¢e"

Sustituyendo se obtiene:

Ahora calculamos de nuevo por partes la integral, I

/mzemdm :m2em—2/xemdaz

—_——

I

I :xez—/e$dx

=ge”

— €

/ermdﬂc:x2ez—2(xez—ez)+C

Ejercicio 18. Calcular las integrales.

— 73 2
a) /1 2m dx b) /2? dx
7 x

Ejercicio 19. Calcular /ln(an‘2 +1)dz

X

22
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Seccién 3: Métodos de Integraciéon 23 . _
1° Bachillerato

A+Au

Ejercicio 20. Calcular /arc sen x dx

Ejercicio 21. Dada la funcién f(z) = e” sen(bx) donde b # 0 es una con- ,,\ ‘
stante, calcular /f(a;) dx. CIENCIAS

Ejercicio 22. Calcular /Cos(ln x)dx. Ma’

Ejercicio 23. Calcular la integral C,, = /x2 cos(nz)dx donde m es un

numero natural.

Ejercicio 24. Calcular /|1 —z|dz

Ejercicio 25. Calcular /(3 — |x|) dz
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Soluciones a los Ejercicios

Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 1.
1
a) /1:2dx = gxg +C
b)

/ Tetde =

c) /x_Qda: )

7/ 2tdx

—z°+ C

MATEMATICAS
24 )

chillerato

<

s=B+u\7

CIENCIAS
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Soluciones a los Ejercicios
Ejercicio 2.
2
a) /:c_5/2dx = —5117_3/2 +C

b) /6 Vadde = 24zt + C
¢)
/(330_5 + 8210 dx = /3x‘5d:1:+/8xwdx

= 3/x_5d:c+8/xmdac

3 —4 8 11
2> |

MATEMATICAS
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25

L, r=A+Au

-

<

s=B+u\7
CIENCIAS

<(prop. aditi.)
<(prop. homog.)

Q(regla pot.)

Ejercicio 2
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 3.

a)
/(senx +e¥)dx

b)
/(e?’m +2%) dx

¢)
/ (% * a3 —?— 1) de

d)

3
2
/<cos $+2x+5)d:r

MATEMATICAS

1° Bachillerato

26

/senmdx—i—/emdx

—cosx +e*+C

/e3wd:v+/2’”d:v

1, 1
B ) X
3¢ "zl ¢

3/ldx+3/ 3 dz
a3 z+1

3lnz +3In(z+1)+C

3
2
/cos xdz+3/2m+5dz

1
§senx+gln(2x+5)+0

Ejercicio 3
<« Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 4.

1 1 1 1
/(x+5+_2\/5)dx = /—x+5d1:+/—2\/5d:1:
= In(z+5)+vz+C

1 1
/<2x+5+sen2x> dr = /2x+5d:v+/sen2xdx

1 1
3 In(2z +5) — 3 cos2x + C

c)
/(62x+5+53x—1) de = /€2w+5dx+/53x—1dx
_ 1 2z+5 1 3zx—1
- 3¢ 3m5o T C
d)

/ <£ +3 cos(2x)) dr = / 2 w43 / cos(2z)dz

= —2In(l-z)+ g sen(2z) + C

. <4 Doc Doch»
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Soluciones a los Ejercicios 28 .
1° Bachillerato

Ejercicio 5.

a)
/ 5 sec’(3z) | dz = 3/ ! dx — /SGC2(3$)d37
1+ 22 B 1+ 22
1
= 3arctanx — = tan(3z) + C ]\ fl a
b)
/ (e***t —5 sen(3z)) dz = /ezﬁldw - 5/Sen(3$)d9@
_ 1 2x+1 5
= e + 5 cos(3z) + C
¢)
/(25”1 — 3 cos(8xz))dx = /25””+1d$ - 3/005(830)‘133
1 3
_ 25:12+1 _ =
i 5 sen(8z) + C

Ejercicio 5
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Soluciones a los Ejercicios 29 .
1° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 6.

a) Como el grado del numerador es > que el denominador se divide: AN

.’L'2+1 ) V§=\n\+\" ‘
/ P dr = /(m—2) dm+/x+2d:v A
= 1/22° -2z +5In(z+2)+C

b) Como el grado del numerador es > que el denominador se divide:

T3+ +2 2 28
L rere - _ 1 _
/ 213 dx /(m 3z + 10) dx /x+3d£z;

= 1/32°-3/22° +102 - 28 In(z +3) +C

¢) Como el grado del numerador es > que el denominador se divide:

/x2+5x+1 3

de = Hdr — | ——
z+1 “ /(ac—i—)x z+1

= 1/222+42-3In(z+1)+C

Ejercicio 6

<4 Doc Doch
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Ejercicio 7.

a) Es del tipo arcotangente:

3 1
/mdﬂ? = 3/H—m2da:=3arctanx+0

b) Se separa en dos sumandos:

2z 41 2x 1
dr = ——d ——d
/1—1—302 o /1+a:2 x+/1+m2 .

= In(1 +2?) +arctanz + C

¢) Se separa en dos sumandos:
3z -5 3z 1
[Tme = [mas-s[ma
= 3/2In(1+2%) — 5 arctanz + C
d) Se separa en dos sumandos:
=7 T 1
——dx = ——de -7 | ——d
/1—1—:02 v /1—1—302 v /1+3:2 v
= 1/2In(1+2?) — 7 arctanz + C

Ejercicio 7

MATEMATICAS
1° Bachillerato
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-

B

s=B+u;
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Ejercicio 8.
Como

8r — 21

22 -5z +6=(z—2)(z—3)

se descompone en fracciones simples:

8xr — 21

_ A(x —3)+ Bz —2)

22—br+6 -2
Se tiene que cumplir la identidad 8z — 21 = A(x — 3) + B(x — 2)

22 —5x+6

m Parar=2— -5=—-A=— A=5

» Parax=3—3=B—B=3

/

2 —bx +6

1 1
= 5/ dx+3/
x—2 a8

5In(z —2) +3ln(z —3)+ C

22 -5z +6

MATEMATICAS

1° Bachillerato

L, r=A+Au

<

s=B+u;
CIENCIAS

Ma |

<4 Doc Doch

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

Soluciones a los Ejercicios 32

Ejercicio 9.
Como

?—z=z(z—1)
se descompone en fracciones simples:

3r—1 A B 3t—1 A(z—1)+ B(z)
— . —

22—z =z x—1 x?—z 2 -z
Se tiene que cumplir la identidad 3z — 1 = A(x — 1) + B(z)
s Praz=0=1=-A= A=-1
» Parar=1=—=2=B=— B =2

/3x_lda} = —/ld:c—i—/ 2
2 —z x z—1

—In(z) +2In(z -1)+C

dx

Ejercicio 9

MATEMATICAS
1° Bachillerato

L, r=A+Au

<

s=B+u;

CIENCIAS
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1° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 10. Efectuamos el cambio de variable
z=t"=dr=6t"dt

1 5 ~Bipy
/ \/t_6 + \S/t_6 61 di CIENCIAS

tb t3
= 6 +——=dt=6 dt
/t3+t2 /t+1 Ma

1
= 6 ?—t+1——— ) dt
[(e-t+1-75)

1 1
— 6(§t3—§t2+t—ln(t+1)) +C

= 2Va3 —3Va2+6Yz—6In(Yz+1)+C

Ejercicio 10
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Soluciones a los Ejercicios 34 -
1° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 11. Efectuamos el cambio de variable
T+2=1t" = dr=2tdt N

<

la integral buscada queda -Brpy

CIENCIAS
/;1:\/:1:+2d.1: = /(t2 —2)t 2tdt

= 2 t4dt—4/t2dt

_ 25 4.
= -3+ C
2 4
= g(\/x+2)5—§(\/1+2)3+0

Ejercicio 11
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Soluciones a los Ejercicios 35 -
1° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 12. Efectuamos el cambio de variable

=1 = dr =2tdt A\
la integral buscada queda B
CIENCIAS
/ 1 dr = / L 2t dt
(1+z)\/z N (1+)t Ma

1
2 [ ——=dt
/1+ﬁ

= 2arctant + C = 2arctan/z + C

Ejercicio 12

<4<
A |
<« Doc

Volver



http://personales.unican.es/gonzaleof/

Soluciones a los Ejercicios

36

Ejercicio 13. Efectuamos el cambio de variable

1+tanz = 2 = sec? zdz = 2t dt = dx = cos®> 2z 2tdt

la integral buscada queda
1

dx
cos?zy/1 +tanz

1
/ 5 cos?z2tdt
cos“xt

2/dt
2t+C =2v1+tanz +C

Ejercicio 13

MATEMATICAS
1° Bachillerato
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Ejercicio 14. Efectuamos el cambio de variable

1
1—lnx=t2:>—;dx=2tdt=>d3::—2xtdt

la integral buscada queda

1
B — |
/m\/l—lnx .

1
—/—thdt
xt

-2 [

—2t+C=2v1—-Inx+C

37

Ejercicio 14

MATEMATICAS
1° Bachillerato
, r=A+Au

-

<

s=B+u\7

CIENCIAS
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Ejercicio 15. Efectuamos el cambio de variable A
1
m:t:>ezdx:dt:>dxzzdt A4
B
la integral buscada queda e
3z a3
e’ —e t1
——dr = dt
/ 14 ez 7 1 +12 ¢ M a.
= Al dt dividiend
= 11 < (dividiendo)

2
- /(1_ T+ &

= t—2arctant +C
= ¢ —2arctane® +C

Ejercicio 15
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39

Ejercicio 16. Efectuamos el cambio de variable

2t
1—e® =12 = —e"dr =2tdt = dz = — = dt
e.’l‘

la integral buscada queda

/e””\/l —e®dx

2t
2
—/(l—t)tl_t2dt

Ejercicio 16

MATEMATICAS
1° Bachillerato
, r=A+Au

-

<

s=B+u\7

CIENCIAS
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chillerato

Ejercicio 17. Efectuamos el cambio de variable

1
lnr=t= —dr=dt = drx=xdt g
% B
la integral buscada queda e

/wm _ /#xdt Ma

= /sentdt

= —cost
= —cos(lnz)+C

Ejercicio 17
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Ejercicio 18.

a)

/2+x2dx
NZ3

/2x_1/2d:v+/w3/2d:c

2
4212 4 gxs/z +C

/$4/5d$—/$13/10d$

5 9/5 10 5319
9" 3% +C

41

<(dividiendo)

<(regla pot.)

<(dividiendo)

<(regla pot.)

<(dividiendo)

<(regla pot.)

Ejercicio 18

MATEMATICAS
1° Bachillerato

L, r=A+Au

<

s=B+u;

CIENCIAS
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MATEMATICAS

1° Bachillerato

Soluciones a los Ejercicios 42

Ejercicio 19. Sea I = /ln(ac2 +1)dz

2

x
u=1In(z>+1) dv=dx I =$ln(m2+1)_2/mdlﬂ
2z
du = P dr v==x b
Ahora calculamos la integral racional , I M a

I—/ z? d:r—/ 1 1 dr = x — arctan
YU et T 2 +1 -

Ahora sustituyendo I; en [:
I=xIn(z®+1) - 2(z — arctanx) + C
Ejercicio 19
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MATEMATICAS

1° Bachillerato

Soluciones a los Ejercicios 43

Ejercicio 20. Sea I = /arc sen x dx

T
_ _ I =xarcsenz — | ——dzx
u = arclsenm dv = dx / Vi
- - _ —_———
du = T dr v==x 4
Ahora calculamos la integral, Iy M a

T
— = — /1 — 2
Il—/ —1_x2d.7)— 1 i

sustituyendo I; en I:

I =xarcsenx++vV1—22+C

Ejercicio 20
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MATEMATICAS

1° Bachillerato

Soluciones a los Ejercicios 44

Ejercicio 21. Siendo I = /eQE sen(bx)

N
0 = EEm s dv = €% dz I =c"senbxr—b / e” cosbx dx +<
T s=B+pvy
du = b cos bx dx v=e —I:—’ CIENCIAS
Ahora calculamos la segunda integral M al
0 = GoSkm dv = % dz L :e’”cosbw+b/ewsenbwdx

du = —b sen bz dx v=c¢e"

Sustituyendo se obtiene:
I=e"senbr —b(e”cosbr+bl)
(1 + b3 = e senbx — be” cosbr =

- e*senbx — be” cosbx
e’ senbrdr =

1+ 02

Ejercicio 21
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MATEMATICAS
45 .
1° Bachillerato

Ejercicio 22. Siendo I = /cos(ln:c) dx

u = cos(Inx) dv = dz I =uzcos(lnz)+ / sen(ln z) dz

du = - sen(lnz)de v==x _I:_’
Ahora calculamos la segunda integral M al

u=sen(lnz) dv =dz I =z sen(Inz) — /Cos(ln z)dz

du = o cos(lnz)de wv==x \—I’_/

Sustituyendo se obtiene:

I =z cos(lnz)+ (z sen(lnzx) — 1)
_ x cos(Inz) + x sen(Inx)
B 2

+C

Ejercicio 22
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MATEMATICAS

1° Bachillerato

Soluciones a los Ejercicios 46

Ejercicio 23. Siendo C,, = /a:Q cos(nz) dx

1 2
u=z" dv = cos(nx) dx Cn =2 P sen(nz) — n /  sen(nz) dx B
s=B+pvy
du=2zxdr wv= - sen(nx) Pa CIENCIAS
Ahora calculamos la segunda integral M al
T 1
u=z dv=sen(nz)dzr Sn = n cos(nx) + o /cos(na:) dx
du=dxr v=——cos(nz
e () = -2 cos(nz) + % sen(nx)
n n

Sustituyendo se obtiene:

1 2 1
Ch=5" - sen(nzx) — ﬁ(_% cos(nz) + o sen(nx))

1 2 2
C, = N 22 sen(nz) + n—a; cos(nz) — —3 sennz +C

Ejercicio 23
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Soluciones a los Ejercicios 47 -
1° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 24. Siendo

B . l1—-z <1 ( -
s@=n-a-{ 7% 15,

s=B+u\7

hallaremos la primitiva para cada rama de f La integral buscada queda CIBNCIA S
1
/(1—x)dw=x——x2—|—C’1 [\/la
[ fayaa = .
/(x—l)dw: 5332 —z+ Cy

Ejercicio 24
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Ejercicio 25. Siendo

3+x <0
f(x):3—|x|:{ 3—x 0<=z

hallaremos la primitiva para cada rama de f La integral buscada queda
1
/(3+x)dx:3x—|——x2+01
[ f@yaa = 2
/(3—33)dac:3x— 5332—1—02

Ejercicio 25

MATEMATICAS
1° Bachillerato

L, r=A+Au

-

<

s=B+u;

CIENCIAS

<4 Doc Doch

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/
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1° Bachillerato

A+Au

Soluciones a los Tests

Solucion al Test: En efecto
d &
F'(z) = — /(1 + xz)da: =(1+ :v2) Y e

dx CIENCIAS

Final del Test
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