MATEMATICAS

2° Bachillerato

Proyecto MaTEX

Derivadas

Fco Javier Gonzalez Ortiz

Directorio
s Tabla de Contenido
» Inicio Articulo

<<
<
© 2004 javier.gonzalezQunican.es <4 Doc

D.L.:SA-1415-2004 ISBN: 84-688-8267-4
Volver



http://personales.unican.es/gonzaleof/
mailto:javier.gonzalez@unican.es

MATEMATICAS

2° Bachillerato

Tabla de Contenido

. Introduccién \
1.1. El problema de la tangente f_n\ﬂ”
e Idea intuitiva de la reta tangente e Ecuacion de la reta tangente CIENCIAS
. Definicion de derivada en un punto
e Derivabilidad y continuidad e Derivadas laterales M a. ‘

. Derivada en un intervalo

3.1. Funcién Derivada

. Reglas de Derivacién

e Derivada de una constante e Derivada de la potencia e Regla de
la suma e Regla del producto e Regla del cociente e Regla de la
cadena

. Derivadas de las funciones trascendentes
e Trigonométricas e Exponenciales e Logaritmos e Derivadas Log-
aritmicas

. Regla de la inversa
e Derivadas de Arcos trigonométricos

Soluciones a los Ejercicios

Soluciones a los Tests

<4 Doc Doch

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

Seccién 1: Introduccion 3
1. Introduccién

Los cientificos de los ultimos anos del siglo XVII dedicaron gran parte de
su tiempo y energia a resolver el problema de la tangente que tiene relacién
en cuestiones como las siguientes:

= En 6ptica, el dngulo con el que un rayo de luz incide en una superficie
de una lente estd definida en términos de la tangente a la superficie.

= En fisica, la direccién de un cuerpo en movimiento en un punto de su
recorrido es la de la tangente en ese punto.

s En geometria, al dngulo entre dos curvas que intersecan es el angulo
entre las tangentes en el punto de interseccién.

= ;Cdémo encontraremos la ecuacién de la tangente? Usaremos el método
ya desarrollado por Fermat en 1629.

El concepto de derivada es el fundamento del Célculo. La definicién de deriva-
da puede abordarse de dos formas. Una es geométrica (como la pendiente de
una curva) y la otra es fisica (como razén de cambio).
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1.1. El problema de la tangente

® Idea intuitiva de la reta tangente

Se llama tangente a una curva en un punto, a la recta que pasa por el
punto con la misma direcciéon que la curva.
;Puede la recta tangente cortar a la curva en mas de un punto?.

Puede atravesar la recta tangente a la curva por el punto de tangencia?.
A A

A

Las figuras muestran la respuesta afirmativa a ambas preguntas.

A continuacién veremos como se determina la pendiente de la recta tan-
gente.
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e Ecuacién de la reta tangente
Dada una funcién y = f(z) y un punto A(a, f(a)) del grafo de la funcién
se trata de determinar la pendiente de la recta tangente al grafo de la funcién

en el punto A. Consideremos la recta secante desde A a B. Siendo los puntos
A(a, f(a)) y Ba+ h, f(a+ h)),

!_B+",,;
CIENCIAS

la secante AB tiene pendiente

_AF flath) - f(a)

h h
A medida que h — 0, B — A, y
definimos la pendiente de la tan-
gente Mgy COMO

i Hat ) = (@)
h—0 h
Esta pendiente la escribiremos como f’(a) quedando la ecuacién de la tan-

gente de la forma

|
|
|
1

a
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Seccién 2: Definicién de derivada en un punto 6
2. Definicion de derivada en un punto

Definicién 2.1 Sea f una funcion y a € Dom(f). Definimos derivada de f
en x = a al siguiente limite cuando existe y es finito

Observaciones:

= Cuando dicho limite sea infinito se dice que la funcién no es derivable,
aunque tiene derivada infinita. (Graficamente significa que la recta tan-
gente en ese punto es vertical).

= Para que la derivada exista, la funcién tiene que estar definida en un
entorno del punto.

= Observar que la definicién de derivada coincide con la definicién de pen-
diente de la recta tangente y, con la definicién de variacién instantdnea

= No olvidar que la derivada es un limite, aunque buscaremos reglas para
calcular derivadas sin tener que hacer dicho limite.
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Seccién 2: Definicién de derivada en un punto

Ejemplo 2.1. Hallar en z = 2 la tangente a la curva f(z) = z°.

2

Solucién: El punto de la curva en z = 2 = f(2) = 2> = 4, A(2,4). La

pendiente de la tangente es

/ L fR+R)—f(2) . (2+h)?-4

A Y L

444 24
_ m AR uhy =2
h—0 h h—0
Siendo la recta tangente
y—4=4(zx—-2)

q 1
Ejemplo 2.2. Hallar en z = 1 la tangente a la curva f(z) = =

1
Solucion: El punto de la curva en ¢ = 1 = f(1) = T 1

pendiente de la tangente es

1 p—
- -1

Siendo la recta tangente
y—l=—(z-1)
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Seccién 2: Definicién de derivada en un punto 8

e Derivabilidad y continuidad

En el capitulo anterior se estudié la continuidad de las funciones. La deri-
vabilidad de una funcién es una propiedad més «fuerte» que la continuidad,
ya que no todas las funciones continuas tienen tangente en un punto.
En al figura se representan dos funciones f(z) y g(z). En el punto z = 2
dichas funciones no son derivables y no tienen tangente en dicho punto. En
f(z) por no ser continua y en g(z) porque cambia la pendiente «bruscamente»
en dicho punto.

A A
31 f(=) 31 g(z)
24 9
1 11
i 3 3 i P 3

Teorema 2.1. Si f(x) es derivable en z = a entonces es continua en a.
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e Derivadas laterales
Definicién 2.2 Sea f una funcion y a € Dom(f) decimos que f es derivable

en x = a cuando .
o Ll 1) = f(@
h—0 h
y en este caso, definimos la derivada en z = a, f’(a) como

@) — 1 D) = (@

h—0 h

existe

3)

En los ejemplos anteriores hemos calculado la pendiente de la tangente a una
funcién con esta definicién. Puede ocurrir que dicha pendiente no esté definida
ya que el limite anterior no siempre existe y los limites laterales pueden ser
distintos, lo que nos lleva a considerar los limites por la izquierda y por la
derecha.
Definicién 2.3 Sea f una funcidn y a € Dom(f)

1. Definimos la derivada por la izquierda de f en a cuando

fl(a™) = hli%l* w existe (4)

2. Definimos la derivada por la derecha de f en a cuando

f'(a+) — lim f(a + h) — f(a')

= lim o existe (5)
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Teorema 2.2. Sea f una funcién definida en un intervalo abierto conteniendo
a x, entonces f'(x) existe si y solo si existen las derivadas laterales f'(z7) y
f/(z™) y son iguales. En este caso

fl@)=f'@7) = ')

Demostracion: Se deduce de la propia definiciéon de limite, ya que para que M [
un limite exista deben existir los limites laterales y ser iguales. O a

Ejemplo 2.3. ;Es derivable f(z) = |z| en 2 =0 ?.
—x <0

Solucion: Siendo f(z) = |z| = { s S0

£(0+ ) — £(0) y =zl

= lim — =1 5 4 3 2 -1 1 2 3 1 5

Como f'(07) # f(07) la funcién no es
derivable en x =0

O <4 Doc Doch
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Ejemplo 2.4. Analizar gréifica y analiticamente la derivada en = 0 de f(x):

[ (x+2)? z<0
f(x) - { _.T2 +4 0 S T f_\m;
CIENCIAS

5 Ma

Solucion: Hallamos las derivadas laterales f'(07)y f'(07)

_ . f(0O+h)—f(0)
/ = 1 —_—mm =
11(07) hgg— h
2 _
= lim (h+2)"—4 —x2+4
h—0— h
—  lim h? + 4h A
o h—0— h o
oh — i S0P = FO) _
F07) h—>r{)1+ h
. (-h?+4) -4
= h r 3 3

= hlirg+(—h) =0
Como f'(07) # f'(07) la funcién no es derivable en x = 0.

En el grafico se aprecia que la funcién es continua pero no es derivable.. En
el punto x = 0 presenta un «pico» o cambio de direccién. (I
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Seccién 2: Definicién de derivada en un punto 12
Ejercicio 1. Estudiar la derivabilidad de f(z) =2 — |1 — x| en 2 = 1.
Ejercicio 2. Dada la funcién:
2
_ x> +4 x>0
f(x)—{ (x+2?2 <0
[ Es derivable en x =0 ?.

Ejercicio 3. Hallar a y b para que f(z) sea una funcién derivable en x =0

a(l+e”) x<0
f(x):{ b+in(z+1) x>0

Ejercicio 4. Probar que f(z) es derivable en x = 1

vV 0<z<l1
flx)=9 14z
2

1<z

Ejercicio 5. Hallar a y b para que f(z) sea una funcién derivable en x = 0
| Ln(a+senz) x<0
f(x)—{ 22 +ar+b x>0

Ejercicio 6. Calcularlos valores de a y ¢ para que f(x)

2
. ax®+c =<1
f(x)—{ Inz 1<z
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Seccién 3: Derivada en un intervalo 13

sea derivable en © = 1, y en ese caso dar la ecuacién de la tangente a la
grafica en z = 1.

Ejercicio 7. Hallar a para que f(x) sea una funcién derivable
r Inx 0<z<1
fz) =

a(l—el™) 1<z
Ejercicio 8. Dada la funcién
— 2 il
f(x) =2” sen -
si definimos f(0) = 0 demostrar que es derivable en z =0 .

Test. Si f(x) es continua en = a entonces es derivable.
(a) Si (b) No

Test. Si f(x) es derivable en & = a entonces es continua.
(a) Si (b) No

3. Derivada en un intervalo

Definicion 3.1 Segin sea el intervalo se tiene

w Sea f una funcidn y el intervalo abierto (a,b), decimos que f es deriv-
able en (a,b) cuando es derivable en todo punto de (a,b).

MATEMATICAS
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» Sea f una funcion y el intervalo cerrado [a,b], decimos que f es deriv-
able en [a,b] cuando es derivable en todo punto de (a,b) y existen f'(a™)

y f/(07).
(‘!l-l:l\::‘:z\s

3.1. Funcién Derivada

Definicion 3.2 Sea f una funcion. Si calculamos la derivada de f en cualquier Ma’ ‘
T que se cumpla

f(z) = lim existe
hemos definido la funcién derivada f'(z) de la funcién f.
En general se tiene que Dom(f") S Dom(f)

Ejercicio 9. Sea la funcién f(z) = \/z. Demuestra con la definicién de
derivada que

1
fl(z) = WG
y comprobar que Dom(f’") € Dom(f).

A continuacién vamos a obtener las reglas de derivacién de las funciones
elementales

<4 Doc Doch
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Seccién 4: Reglas de Derivacién 15

4. Reglas de Derivacion
® Derivada de una constante
Teorema 4.1. Sea f una funcién constante f(x) = ¢ Va € R, siendo ¢ un

ntmero real, entonces
fl(x)=0 VzeR

® Derivada de la potencia

Teorema 4.2. (Regla de la potencia) Consideremos la funcién f(z) = 2",

para algin nimero natural n € N. Entonces
f'(z) = na"* r€eR (6)
Nota al Teorema. La regla anterior se extiende y funciona cuando el ex-
ponente es cualquier niimero real.
Ejemplo 4.1. Hallar las derivadas de
f@)=2®  g@) =27  h()=a"

Solucién: f'(x) = 6z°>  ¢'(x) = —5x~° h'(z) = §x2/3 O

Ejercicio 10. Calcular las derivadas.

a) f(x)=2z" b) f(x) = Va3
¢) fla) = Va7 d) f(z)=22"%

MATEMATICAS
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® Regla de la suma

Teorema 4.3. (Derivada de la suma) Sean las funciones u = f(x) y v = g(x).

Entonces
[f(@) + g(2)] = f'(z) + ¢'(2) (7)

[u+v] =u + 0 ®) Ma

Ejemplo 4.2. Hallar las derivadas de
f@=a*+at  gl@)=z* -z

Solucion:
fl(z) =32 +42° ¢'(z) =22 +3z™*
O
Ejercicio 11. Calcular las derivadas.
a) f(z)=32%> 5273 b) f(z)=2*-3, 2°
¢) f(z) =20 +2710 d) f(z)=a— Vb
¢) f(z)=a®+a%%% 1) fl@)=Va® + Y

A |
<« Doc
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Seccién 4: Reglas de Derivacién 17
® Regla del producto

Teorema 4.4. (Derivada del producto) Sean las funciones v = f(z) y v =

g(z). Entonces
[f(@)g(@)]" = f'(x)g(x) + f(2)g'(x) 9)

[w-v]'=u - v+u-v (10)

Ejemplo 4.3. Hallar la derivada del producto
f@) = (@ +2*)(@® —27?)
Solucion:

fl(x) = (322 +42%) - (22 —273) + (2® + 2*) - (22 + 327%)

O
Ejercicio 12. Calcular las derivadas.
a) f(z) = (#* +10)(1 — 2?) b) flz)=(z+2°+1)-(1+2)
¢) f(z)= (= +1)(1-2) d) f(z) = (2* - 22) - (1 -2?)
e) f(@) = (z? +2%) - (3 +1) P f@) = (VaP +a) - (@ — )

MATEMATICAS
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® Regla del cociente

Teorema 4.5. (Derivada del cociente) Sean u = f(z) y v = g(x)

[f(x)]' _ I@)e(@) ~ f@)g' (@) )
g(x) g(x)?
(E)lz ul./U_u./Ul (12> Ma
v v2
z>+z*
Ejemplo 4.4. Hallar la derivada del cociente f(z) = ———
x?—x
Solucion:
, 32+43 2_—3_3+42+3—4
O
Ejercicio 13. Calcular las derivadas.
1 |
@) f@)=~ D) f(@) ="
10 44 2

<« Doc
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2° Bachillerato
e Regla de la cadena s S
Teorema 4.6. (Regla de la cadena) Sea las funciones y = f(u) y u = g(x). B
Supongamos que g es derivable en x y f es derivable en u, entonces la funcién f_\;"
compuesta f o g es derivable en x y su derivada es CIENCIAS

(fog) (x) = f'(g(x)) g (x) 13 Mal

Ejemplo 4.5. Hallar las derivadas de
flz) = @2z +2*+5)° g(z)=(2-2")°

o f/(z) =32z + a7 + 5)%(2 +22)
g'(z) = 6(2 - 2'*)°(-122™")
O
Ejercicio 14. Calcular las derivadas.
a) f(z) = (1+22)° b) f(o) = (z +2?)°
¢) f(z) = (=" +1)? d) f(z) = (22° +2)?
e) f(z) =2%(22° + 2)° f) fl@) =1 -2*)’(6+2)°

<4 Doc Doch
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5. Derivadas de las funciones trascendentes

e Trigonométricas

TEOREMA 14. Las derivadas trigonométricas elementales son:

1
(a) | (senz)’ = cosx () |(cosz) = —senz| (c)|(tanz) = oy
Ejemplo 5.1. Hallar las derivadas de
f(z) = sen b6z g(x) = cos(1 + 2?) h(z) = tan a3
Solucion: Del teorema y aplicando la regla de la cadena se tiene
322
_ _ 2 _
f'(x) =6cosbz  ¢'(r) = —2wsen(l+ z°) h'(z) = P
Ejercicio 15. Calcular las derivadas.
a) f(z) =sen(3z+1) b) f(x) =sen(x® +1)
¢) f(z) = sen’(a? +1) d) f(z) = cos(——)

Il =az
e) f(x) =tan(l + 22% + %) f) f(x) =sec(l — z?)

MATEMATICAS

20 2° Bachillerato
, r=A+iu
<
s=B+py
CIENCIAS
Mal
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e Exponenciales

TEOREMA 15. Las derivadas de la funciéon exponencial son:

(a) |(€7) = & T

CIENCIAS

) |(a®) =a”Ina (0<a#1) Ma
Ejemplo 5.2. Hallar las derivadas de
f@)y=e  gl@)=e"  h(@) =6

Solucion: Del teorema y aplicando la regla de la cadena se tiene

Fflz)=6e%  ¢(z)=2ze ™ h'(z) = 6" In6 cosx

O
Ejercicio 16. Calcular las derivadas.
a) f(l‘) —_ e—5z+4z2 b) f(.T) —_ eac sen x
C) f(x) _ el—senzz d) f(.'IZ) _ 2tan3z
3 2243z
) f(w) = (5) 1) fla) = aeneteoss
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e Logaritmos

TEOREMA 16. Las derivadas de la funcién logaritmica son:

(a)

(Inz) = L (14)

xT

(b)

1
1 "= 1
(log, z) e (15)

Ejemplo 5.3. Hallar las derivadas de
f(z) =In(5x — 502) g(z) =In(5 —senx) h(z) = logg(mz + €%)

Del teorema y aplicando la regla de la cadena se tiene

rooN 9 —2x /, \_ —COSX iy 1 2z +€”
f(x)_5ac—a:2 g(x)_f)—senx h(x)_mﬂ—i—ew
Ejercicio 17. Calcular las derivadas.
a) f(z) =In(z + vz +1) b) f(x) =1In(x? +senx)
¢) f(x) =1In(z? senx) d) f(z)=1n*(1+ %)
1
¢) f(z) =W*(1+Inz) f) f(x) = 10g5(m)
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® Derivadas Logaritmicas

Dada una funcién y = f(x), la derivacién logaritmica consiste en tomar
logaritmos en los dos miembros de la igualdad y derivar, después de simpli-
ficar. La derivacién logaritmica se aplica:

= Para derivar funciones del tipo y = f(z)9®.
s Para simplificar la derivacién de productos y cocientes.

Ejemplo 5.4. Derivar y = %" 7.

Solucion: Tomando In y derivando en ambos miembros resulta:

Iny =Inz*"? = Iny =senz - Inx
/

sen T
¥_ cosx-lnz +
Yy

y se despeja v/,

sen
y = zn® (cosx~lnx+ )
O
Ejemplo 5.5. Derivar y = cosx”.
Solucion: Iny = Incosx® = Iny = x - Incosx
sen T
y = cosz” (ln coST — )
cos T
O

MATEMATICAS
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6. Regla de la inversa

Teorema 6.1. (Regla de la inversa) Sea la funcién f(z) y su inversa f~!(z).

(f @) = (16)

Ejemplo 6.1. Hallar la derivada de la inversa de f(z) = 2°.
Solucion: Como
fla)=vz >0

De la ecuacién (16),

1 1
VEY = -
Vo = 5w T 2ve
[l
Ejemplo 6.2. Hallar la derivada de la inversa de f(x) = e”.
Solucion: Como
fHYz)=Inx
1 1 1
! —_ — = —
(e === = e = 3
0 <
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® Derivadas de Arcos trigonométricos

TEOREMA 17. Las derivadas de los arcos trigonométricos son:
1 VVE\\‘

R =
(a) (aI‘C sen iIJ) = 1 22 o (‘!lEBl\;("‘:AS

(b) (arccosx)’ =

(c) (arctanz)’ =

1422
Ejemplo 6.3. Hallar las derivadas de
f(z) = arcsen 6z g(x) = arctan
Solucion: 222
!/ 6 / T
T) = —F/—m——— r) = —————
f(@) 1— (62)2 g'(z) 1+ (23)2
U
Ejercicio 18. Calcular las derivadas.
a) f(x) = arcsen(—x) b) f(x) = arctan(z?)
¢) f(z) = arcsen(lnz + x) d) f(z) = arccos(l — )
e) f(x) = arctan(sen ) f) f(z) = arctan(lnz)
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Ejercicio 19. Calcular las derivadas.
a) f(x) =In*(1 + cosxz)? b) f(x) =senz(l + cosz)?
C) f(l‘) _ 61—senm d) f(:l?) _ 8z—lnz

Ejercicio 20. Calcular las derivadas.

0) (@) = In(1 - Va)? ) Fa)=ny 1T omT

Ejercicio 21. Calcular las derivadas.
a) f(z) =2 arctanz /2 b) f(x)=2a"

Ejercicio 22. Calcular las derivadas.
a) f(z) = (tanz)*"* b) f(z)=e"-¥a

Ejercicio 23. Hallar a y b para que f(x) sea una funcién derivable en x = 1

2-1 z<1
f(x)—{ ar+b 1<z

Ejercicio 24. Dada la funcién

f(8)={ a1 “70

1 z=0

(Es continua en z = 07 ;Es derivable en x = 07 ;Es continua la funcién
derivada f’ en 2 = 0?

MATEMATICAS

2° Bachillerato

, r=A+iu

B
s=B+py

CIENCIAS

<4 Doc Doch
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. L MATEMATICAS
Soluciones a los Ejercicios 27 .
2° Bachillerato

L, r=A+Au

Soluciones a los Ejercicios

Prueba del Teorema 2.1. Veamos que la derivabilidad implica la con-

tinuidad. . 2
f/(a) = }Lli% w existe (‘lEN("‘ms
multiplicando por h
S fla+h) — (@) Ma
lim h- f'(a) = lim h - lim -2 a
h—0 h—0  h—0 h

lim A - f'(a) = lim (f(a +h) = f(a))
0= lim (f(a+h) — f(a))

}llirr%) fla+h) = f(a) = f(x) continua en = = a

A | | 4
<« Doc

Volver
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Soluciones a los Ejercicios

e B f2w-1 <1
Ejercicio 1.Slendof(x)—x—|1—x|—{ 1 >
_ : 1+h)— f(1)
1) =  lim JEER - FO)
S i h
_ g 211
h—0— h
. f(4+h)—f(1)
fam) Jim, Y
.o 1-1
-

Como f'(17) # f/(11) la funcién no es derivable en x = 1.

MATEMATICAS
2° Bachillerato

28

A+Au

S\

B~
s=B+py

CIENCIAS

Ejercicio 1

|
<« Doc

Volver
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Soluciones a los Ejercicios 29

Ejercicio 2. Siendo

/ - = 1. =
FO7) hi%lf h
B __ 2
—  lim (h+2) 4: lim h +4h:4
h—0— h h—0— h
ot g TOER) O
fon) = im =y
. (h®+4)—4
= 1 =
hi»r{)l+ h 0

Como f'(07) # f/(07) la funcién no es derivable en = = 0. Ejercicio 2

MATEMATICAS

2° Bachillerato

A | | 4
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Soluciones a los Ejercicios 30

Ejercicio 3. Siendo
B a(l+e") x<0
fle) = { b+In(z+1) z>0
= Para que sea continua en z =0
f(07)=2a=f(0")=b=2a=0
= Para que sea derivable en x = 0.

h—0~ h
hy _
= lim —(a(1+e ) 2a(2 lim ﬂ:a
h—0— h h—0- h
or _ g SO = FO)
F1O7) hin(()lJr h
— lm b+Iln(h+1)—b @ lim i_zzl
h—0+ h h—0+ h

fO)=a=f0h=1=

Sustituyendo en la ecuacién 2a = b, se tiene

(1) e"=1+n (2) In(14+h)=h Ejercicio 3

MATEMATICAS

2° Bachillerato

L, r=A+Au

B

s=B+u;
CIENCIAS
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MATEMATICAS

2° Bachillerato

Soluciones a los Ejercicios 31

Ejercicio 4.

fl@)=9 142 <o
2
- . fA+h)—f(1) vi+h—1
(1 = =
= T e Ma
D lim h =1/2
h—0- (vV1+h+1)h
24+h
iy pg JAFR O oL
Fan = e h = B
. h
= moon = 1/2
f/(17) = f'(17) = es derivable en z = 1
(1) Por el conjugado. Ejercicio 4
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MATEMATICAS

2° Bachillerato

Soluciones a los Ejercicios 32
Ejercicio 5. Siendo
)= {

= Para que sea continua en z =0

f(07)=Ilna=f(0")=b=Ina="b

z <0
x>0

In(a + sen z)
2 +azr+b

= Para que sea derivable en x = 0.

f(O+h) - f(0)

In(a + senh) — b

10— _ . __ 18
fom) =y h = g h
_ In(1 sen h
— m In(a +senh) —Ina _ lim n(1 4 %22)
h—0— h h—0- h
sen h
= lim % = lim lsenh = l
h—0- h—0-a h a
vy 1 JO+R)—f0O) . (A +ah+Db)—b
F07) = lim, h = h -

1
Igualando f/(07) = f/(0") se tiene que S=e=a= +1. Como b = Ina

se descarta a = —1, luego para que f sea derivable en z = 0, y

T=mi=0]

A |
<« Doc

Ejercicio 5
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Soluciones a los Ejercicios 33

Ejercicio 6. Siendo

2
- ax®+c =<1
f(:r)—{ lnz 1<z

Debe ser continua en z = 1, luego f(17) =a+c= f(11) =0=|c= —a]

fa+h) - )

"17) = lim ————~2 =
£a7) hi%lf h
2 _ 2
—  im a(l+h)?*+¢c 0_ lim 2ah + h _ag
h—0— h h—0-  h
P14\ 1s f(1+h)_f(1)_ . ln(1+h)_0(_) . E_
far) = lim, h = h = hm =1

En (1) hemos usado infinitésimos In(1 4+ a(z)) ~ a(z).
Para que sea derivable en z =1,

FAT)=2a=fAT)=1=|a= %

Siendo f(1) =0y f'(1) =1, la ecuacién de la recta tangente en z = 1 es
y=x—1

Ejercicio 6

MATEMATICAS

2° Bachillerato

L, r=A+Au

B
s=B+py
CIENCIAS
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 7.

(DIn(1 + ) ~«

34

_ rIlnx 0<z<1
f(fl?)— a(l—el_x) 1§x
i JAFR=f@) A+ R In(l+h) =0
h—0— h _h*,()— h

_ o SR g a—eh)
h—0+ h h—0+ h
(—3) lim @ =a
h—0+ h
fA) =10 =la=1
(2)e* ~ 1+«

Ejercicio 7

MATEMATICAS

2° Bachillerato
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<« Doc

Volver



http://personales.unican.es/gonzaleof/

MATEMATICAS

Soluciones a los Ejercicios 35 2° Bachillerato
Ejercicio 8. Siendo e
f(z) = 2%sen ~
. 04 h)— f(0) . h%sen £+ —0 (‘lEI:(“‘:’AS
71(0) s h ) h
~ h%sen % . 1 [\/i a
= lim = lim h sen —
h—0 h h—0 h

2 g

(1) Infinitésimo por acotada = infinitésimo. Ejercicio 8

<« Doc
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Soluciones a los Ejercicios
Ejercicio 9.

fath)—f@) _ | VaFh-yE _0

, .
Flle) = hlgtr)l— h h—0— h )
0y VTR JT VETTE
h—0- h Vz+h+x
- fm —"
h—0~ hv/z +h+ x
. 1 1
lim =
h—0- \r +h+ T 2T
luego
F(@) = 5 = f(x) = —

2Vx
Se tiene que Dom(f) = [0,+00) y f'(0) no existe, luego el Dom(f’)
(0, +-00) & Dom(f) = [0, +00)
(1) Por el conjugado.

Ejercicio 9

MATEMATICAS

2° Bachillerato

36

L, r=A+Au

B~
s=B+py

CIENCIAS
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Soluciones a los Teoremas 37

Prueba del Teorema 4.1. Sea f una funcién constante f(x) =c¢ Vo € R

fla+h) - f(a)

! — 1
fi(z) Lim N
c—c
= 1' =
hlir%) h 0

MATEMATICAS
2° Bachillerato
A+Au

B~
s=B+py

CIENCIAS

<« Doc
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Soluciones a los Teoremas
Prueba del Teorema 4.2. Sea f(z) = z" con n € N. Se tiene que
fl@)z+h) = (@+h)"=
= 2" +na""'h + h*{ polinomio en h}
En la diferencia de f(x + h) — f(z) se elimina z™ y queda
f(x+h) — f(z) = nz""*h + h*{ polinomio en h}
luego en la expresién

w = nz" "' + h{ polinomio en h}

al ser la derivada f’(z) el limite de esta expresién cuando h — 0, como el

segundo sumando
%in% h{ polinomio en h} =0

f'(z) = na"?

MATEMATICAS
2° Bachillerato

L, r=A+Au

38

B
s=B+py
CIENCIAS
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MATEMATICAS

Soluciones a los Ejercicios 39 R
2° Bachillerato

Ejercicio 10. Atk
: _ 913
a) Si f(x) =2x"°, Y

f'(x) = 262" :
b) f(l‘) = \/1’_3 = 1;3/2_ Luego CIENCIAS

¢) f(z) = Va7 = 27/5. Luego
/@) = T2

d) f(z) =223 Luego
f'(x) = —602~3

Ejercicio 10

<« Doc
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MATEMATICAS

2° Bachillerato

Soluciones a los Teoremas 40
Prueba del Teorema 4.3. Siendo (f + g)(z) = f(z) 4+ g(x), se tiene que
(f+g)@+h)—(f+9)()

h
_ fleth)+g@+h) - flx) —g(x)
h
_ f@rh) —f@) | g@th) —g@) Ma
h h
1) 2
Al pasar al limite cuando h — 0,
fla+h) - fz) /
(1) ( +hf)b— o f'(x)
@ === —J@

obteniéndose

A | | 4
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Soluciones a los Ejercicios
Ejercicio 11.
a) Si f(z) =32% - 5273,
fl(z)=6x+15z~*
b) Siendo f(z) = 2* — 325,
f/(x) =2z — 1524
¢) Si f(z) =2 + 2710,
f(z) =102 — 102~
d) Siendo f(x) =z — Va5,
f’(:l:) =] 1 — §x2/3
3
e) Siendo f(z) = z® + 28903,
f'(x) = 82" 4 8,003z":00%
f) Siendo f(z) = Va? + {/z,

fl(.’l}') = gx1/2 + %x—4/5

41

Ejercicio 11

MATEMATICAS

2° Bachillerato

< >
<« Doc
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Soluciones a los Teoremas

Prueba del Teorema 4.4. Siendo (fg)(z) = f(x)g(z), se tiene que

flz+h)g(z +h) - f(x)g(z)

fl@+h)gle+h) —glx+h)fz)+g(x+h)f(x) - flz)g(z)

h

= introduciendo g(z + h) f(z)

flz+h) - f(z)

h

glx+h

h
)+ f(x)g(w + h}z —g(=)

1)

Al pasar al limite cuando h — 0,

obteniéndose

(1)
(2)

Fo+h) - f(z)
( )g<xh+ B) — g(e)

flz

h

(2)

g(z +h) — f'(z)g()

— f(x)g'(z)

MATEMATICAS
42 2° Ba erato
A 4
-
A
<
s=B+py
CIENCIAS
<
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Soluciones a los Ejercicios
Ejercicio 12.
a) Si f(z) = (22 +10)(1 — z?),
f(@) = (23)- (1 -27) + (2* +10) - (—22)
b) Siendo f(z) = (z 4+ 22+ 1) - (14 z),
fll@)=(1+22) (—22)+ (x+2* +1) - (-2)
¢) Si f(z) = (=" +1)(1 - =),
/(@) = (102°) - (1 = z) + (' + 1) - (1)
(z% — 2z) - (1 — z?),
'(2) = (22 - 2) - (1 — 2°) + (¢® — 22) - (—22)
e) Siendo f(z) = (2% + %) - (3 +2),
F(@) = Qo +322) - B+a) + (a2 +2%) - (1)
) Siendo f(z) = (VB +2) - (& — ¥3).

d) Siendo f(x)

~

F@) = Cat? +1)- (o~ 3) + (V¥ +.0) - (1 - ga~*)

Ejercicio 12

MATEMATICAS

43 2° Ba erato

B

s=B+pvy

CIENCIAS
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MATEMATICAS

Soluciones a los Teoremas 44

Prueba del Teorema 4.5. Siendo (fg)(z) = f(x)g(z), se tiene que
fleth) _ fz)

glzth)  g(x) _

(<1 operando)

h
f@+h)g(x) — g(z + h)f(x) : .
= ho(@ T h)g(@) (< introduciendo f(z)g(z)) M
_ fe+ (@) — g(@)f (@) + (@) f(@) — gla+ ) f(x) a8
hg(x + h)g(x)
_ feth)—f@) gz  fl@)  gl@th) g
h g(@+h)g(x) glz+h)g(x) h

1) (2)

Al pasar al limite cuando h — 0,

@ Herh-te) oo

o _J@  s@rh—gla)
g9(z + h)g(x) h g(z)
obteniéndose la féormula para la derivada del cociente.
[f(:v)]' _ f@)g(x) - f(z)g'(x)
g(x) g(x)?

< <4 Doc Doch
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MATEMATICAS

Soluciones a los Ejercicios 45 IATEMATICA
Ejercicio 13. ) ‘gljéi"rfA+ln
(J,) Slf(x):E’ 777;5,

f(z) = 0) () — (1) __r s ‘
xr2 2 CIENCIAS
2
b) Si f() = T M4
— (12 2 _
(@) = (2z)(x) :6(295 +1)1) _ g;xQ 1
10
) 81 fla) = T,
T (102%)(1 — z) — (1% + 1)(-1)
f(@) = o
2
) Siendo f(x) = = :;
Fz) = 2z + 1)(z + 3) — (2% + z)(1)

(z +3)?

Ejercicio 13 .
< >
<4 Doc
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MATEMATICAS

Soluciones a los Teoremas 46 )
2° Ba erato

Prueba del Teorema 4.6. Siendo (f o g)(z) = f(g(x)), y llamando a
Ag =gz +h) —g(x)

B

se tiene que s=B+py
CIENCIAS

(fog)+h)—(fog)(x) _ flg(=+h)) - flg(z))
h

A | | 4
<« Doc
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MATEMATICAS

2° Bachillerato

Soluciones a los Ejercicios 47
Ejercicio 14.
a) Si f(z) = (1+2z)3,
fl2)=3(1+22)*(2)
b) Siendo f(z) = (z + z?)3,
f'(2) = 3(2 + 2%)(1 + 22) Ma
¢) Si f(z) = (&% +1)%,
f(z) =2(z" +1)(102°)
d) Siendo f(x) = (223 + )3,
f'(x) = 3(22° + )% (62% + 1)
e) Si f(z) = f(z) = 2*(22° + 2)°,
f(z) = 2z(22% + 2)% + 22 3 (223 + 1)2(62% + 1)

Ejercicio 14

A | | 4
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Soluciones a los Teoremas

Teorema 14(a) Sea f(z) =senz

lim
h—0t

sen(x +h) —senz 0
( ) = - desarrollando
h 0
. senxzcosh -+ coszsenh —senz
lim =
h—0 h
. cosh—1 . senh
senz lim ——— + coszx lim =
h—0 h h—0 h
. cosh—1 . senh
senz lim ——— +cosz lim —— = cosx
h—0 h—0 h
0
1

48

MATEMATICAS

2° Bachillerato

<4<
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MATEMATICAS

2° Bachillerato

Soluciones a los Teoremas 49

Teorema 14(b) Sea f(x) = cosx
lim eusldr ) — eoses = 9 desarrollando
h—0+ h 0
. cosxcosh —senxsenh — cosx
= lim =

h—0 h
cosh —1 senh [\/la

= cosz lim —— —senzx lim

h—0 h h—0
. cosh—1 . senh
= cosx lim —— —senz lim = —senzx
h—0 h h—0
——
0 1

<4<
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Soluciones a los Teoremas 50

Teorema 14(c) Sea f(z) =tanz = SneT. Aplicando la regla del cociente,
CoS &

senx)’

tanx) = (
( ) cos T

cos z cos T — sen z(— sen )

cos? x
cos? x +sen’x

cos? x
1

cos? x

MATEMATICAS

"
CIENCIAS

<« Doc
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 15.
a) Si f(z) =sen(3z +1).

f(x) = 3cos(3z + 1)

b) Si f(z) =sen(s® +1).

f'(x) = 32% cos(z® + 1)
¢) Si f(z) =sen®(2® 4 1). Luego

f'(z) = 3sen?(2® 4 1) cos(x? + 1) (27)

4) Si f(z) = cos(-).
(@) = =sen( ) =0
e) Si f(z) = tan(1 + 222 + z°),
f'(w) = cos?(1 +12x2 )| (4 +32%)
f) Si f(a) = sec(l — 22) = m

f'(x) =

—sen(1 — 2?) (—2z)

cos?(1 — x2)

51

Ejercicio 15

MATEMATICAS

2° Bachillerato

B

s=B+u;

CIENCIAS
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Soluciones a los Teoremas 52

Teorema 15(a) Sea f(z) =e”

h T
. emth ¢ 0
lim ——— = — desarrollando
h—0+ h 0
eTel — e®
= lim =
h—0 h
h
Coet—1
= €% lim =¢e”
h—0
1

MATEMATICAS

achillerato

<« Doc
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Soluciones a los Teoremas

Teorema 15(b) Sea f(x) =a” con (a > 1)

lim
h—0t

a:erh .
h

a

x

< (desarrollando)

< (factor)

h _ ehlna

53

MATEMATICAS

2° Bachillerato

ny
CIENCIAS
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MATEMATICAS

Soluciones a los Ejercicios 54 ;
2° Bachillerato

, F=A+Au

Ejercicio 16.
a) Si f(z) = e~5eT4”,
f’(m) = e_5w+4gg2 (_5 =+ Sx) f;;;;
CIENCIAS

b) Sl f(m) — el‘ Sen:l:'
f'(x) = e* % (senx + x cos ) Ma
C) Si f(a;-) = el—senzx. Livess
f’(m) = el—sen2 x(—z sen r cos l‘)

d) Si f(z) = 2tn3e,
3

cos? 3z

f/(l') — 2tan3:p n?2

e) Si f(x) = <§)m2+3x7

f(z) = (g)m%ﬁ% (22 + 3) 1n§

f) Si f(.’L') = asenx+005x

f/(x) = g°" x+cosx Ina (cos T — sen x)

< >
<« Doc

Ejercicio 16
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Soluciones a los Teoremas

Teorema 16(a)

lim
h—0t

Sea f(xz) =Inz

In(z +h)—Inz

h
In &£k

v
0

< agrupando

MATEMATICAS
55 A
2° Bachillerato
A+Au

-

<

s=B+u\7

CIENCIAS
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Soluciones a los Teoremas 56
Teorema 16(b) Sea f(x) =log, * (a > 1). Efectuando el cambio de base

se tiene de forma directa que

1
log, z = mlnx

(log, z)" = (0<a#1)

z lna

MATEMATICAS
2° Bachillerato
A+Au

-

<

s=B+u\7

CIENCIAS
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MATEMATICAS

Soluciones a los Ejercicios 57 .
2° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 17.
a) Si f(z) =In(z + Vv +1). :
1 1 B

fl@) =7 i1t as) s
b) Si f(@) = In(@? +senz) f'(z)= mmﬁcom) M4
¢) Si f(z) = In(a® sen ).
(@) = m@x S

d) Si f(z) =In’(1 +Inx).
() =2In(1 +€%) ! e’

1+e”
e) Si f(x) =In*(1 +1Inz).
f(x)=2In(1 + lnac)1 " lnxi
f) 8i f(z) = logs(;————)-
oy L .

. <« Doc
Ejercicio 17 -
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MATEMATICAS

Soluciones a los Teoremas 58 ) —
2° Bachillerato

L, r=A+Au

Prueba del Teorema 6.1. Sea la funcién f(z) y su inversa g(x) = f~*(z).
Teniendo en cuenta la identidad

(fog)(z) =2 s
derivando con la regla de la cadena se tiene LGS

f'lg(@)) g'(x) =1 M4
despejando ¢'(x)

, - 1
9@ = 7@y
luego )
U= = 7y

A | | 4
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Soluciones a los Teoremas

Teorema 17(a) Teniendo en cuenta la identidad

sen(arcsenz) = x

derivando con la regla de la cadena se tiene

cos(arcsen ) - (arcsenzx) =1

Teniendo en cuenta que

cos(arcsen ) = /1 — sen?(arcsenz) = /1 — 22

y despejando en (17),

cos(f) = /1 —sen? f

(arcsenz) =

1

V1—22

MATEMATICAS

2° Bachillerato

59

(17)

<4<
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Soluciones a los Teoremas
Teorema 17(b) Teniendo en cuenta la identidad
cos(arccosz) = x
derivando con la regla de la cadena se tiene
—sen(arccosz) - (arccosx) = 1

Teniendo en cuenta que

sen(f) =+/1—cos? f

sen(arccosz) = /1 — cos?(arccosz) = /1 — 2

y despejando en (18),
-1

V1—22

(arccosz) =

60
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Soluciones a los Teoremas 61
Teorema 17(c) Teniendo en cuenta la identidad
tan(arctanz) = x

derivando con la regla de la cadena se tiene

1

. t =1 19
cos?(arctan x) (arctan z) (19)

Teniendo en cuenta que
1
200\
cos™(f) 1+ tan® f
1 1

2
cos“(arctanx) = =
( ) 1+ tan?(arctanz) 1+ 2

y despejando en (19),
1

14 22

(arctanz) =
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 18.

a) Si f(z) = arcsen(—x) (= —ﬁ
b) Si f(z) = arctan(s?)  f(z) = \/1216—9;4
¢) Si f(z) = arcsen(lnz + x).
1o 1 1
@) = = (lnx+x)2(a: +1
d) Si f(z) = arccos(1l — x).
@) = = ()
e) Si f(x) = arctan(sen z).
sy 1
i) = 1+ (senz)?2 0F
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L, r=A+Au

Ejercicio 19.
a) Si f(z) =1n?(1+ cosz)>.

3(1 + cosx)*(—senx) -Briv

/ _ 3
f (:U) =2 ln(l + cos :C) (1 + cos 1‘)3 CIENCIAS

_ 3 senz
= —6 In(1 + cosx) A +cosz) Ma
b) Si f(z) =senz(1 + cosz).
f!(x) = cosz(1 + cos x)® + senx 3(1 + cos z)*(— sen z)
¢) Si f(x) =el™me,
f/(.T) —_ _el—senz COS T

d) Si f(x) =8*"Ine,

/ _ z—Inzx _l
filz) = 8 -In8-(1 :c)

Ejercicio 19
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Soluciones a los Ejercicios 64

Ejercicio 20.

a) Si f(z) =In(1 — /z)%

1+tanx 9 1—|—tanm'
1—tanx 1—tanx

sec? x(1 — tanx) + (1 + tanz) sec? x

(1 —tanx)?
 1—tanx 2sec’
~ 2(1+tanz) (1 —tanz)?

sec?

(1 +tanz)(1 — tanx)
Ejercicio 20
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 21.

a) Si f(z) = 2% - arctanz~ /2,
1 1 -1
fl(.flf) = 21’ - arctan ﬁ + .’IJ2 o W ° 7.’1?_3/2
1
= 2x-arctan — VT

Ve 214+(F)?
b) Si f(z) = 2. Aplicando logaritmos
Inf(z)=zlnz

P _ o1
@) =hz+z .
fl(x)=(Inz+1)- 2"

Ejercicio 21
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Soluciones a los Ejercicios 66 20 Bachillerato
Ejercicio 22. S
a) Si f(z) = (tanx)*"*. Aplicando logaritmos
In f(z) = senz Intanz e
2 CIENCIAS
¢’z

"(x se
(=) =cosx Intanx + sen x

f(x) tanx Ma,

I
1
f'(z) —=cosz Intanz + ——

f(z) CoS &

1
f(x) = (cosx Intanz + m) - (tanz)

senx

b) Si f(z) =€” - {/x. Aplicando logaritmos

1
In f(z) =1:+51nx

flla) 1 11
f(:l,') —1—ﬁlnaz+55
f’(x)_l Inz 1
fle) 22 a2
F@)=(1-22 + ) U3 |
A | | 4

Ejercicio 22 ]
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Soluciones a los Ejercicios 67

Ejercicio 23. Siendo

-1 z<1
f(:z:)—{ ar+b 1<z

= Para que sea continua en x = 1

fA)=0=f1")=a+b=a+b=0

= Para que sea derivable en x = 1.

f’(z):{ 322 <1

a 1<z

Fa)=3=y01"=a=
Sustituyendo en la ecuacién a + b = 0, se tiene

Ejercicio 23

MATEMATICAS

2° Bachillerato

<4<
A |
<« Doc

Volver



http://personales.unican.es/gonzaleof/

MATEMATICAS
68

Soluciones a los Ejercicios .
2° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 24. Siendo

. Sl

0 \-

fay={ -1 °7 AV
1 xTr = O s=B+py

CIENCIAS

of es continua en z = 0, pues

f(0) = lim f(z) = lim

z—0e? — 1

= (e" ~1+2x) Ma
o f es derivable en x = 0, pues

f(0+h) - £(0)

/ _ : _

f(0) = lim h
= limﬁ_l—limh_e}h‘_l(—1)—1
~ h—0 h k=0 h(eh—1) 2

El limite en (1) se ha calculado por la regla de L'Hopital.
e Hallamos la funcién derivada f’' de f, para = # 0

sy ; /_ez—xez—l
ro=(57) = oo

of’ es continua en z = 0, pues

1
f(0) = —3 <
i e = Lm e —le 1 <Doc
D@ S e —12 2
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Soluciones a los Ejercicios

El limite en (2) se ha calculado por la regla de L’Hopital.
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Soluciones a los Tests

Soluciones a los Tests

70

Solucién al Test: La continuidad no implica la derivabilidad. Por ejemplo

f(@) = ||

es continua en 0, sin embargo no es derivable en 0.

Final del Test
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L, r=A+Au

Solucién al Test: la derivabilidad implica la continuidad.

fla+h) - f(a)

/ 1 o
f(a) = }1L1_>mO o existe <
multiplicando por h CIENCIAS
. o . fla+h) = f(a)
A L L Ma

lim £ f'(a) = lim (F(a+ h) ~ (@)
0= lim (f(a+h) - (@)
}1}2% fla+h) = f(a) = f(x) continua en z = a

Final del Test
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