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Seccién 1: Introduccién 3

1. Introduccion

Los determinantes histéricamente son previos a las matrices. Si bien su
importancia en un principio fué mayor en la actualidad el concepto de matriz
ha resultado mas fértil.

En el capitulo de sistemas hemos aprendido a resolver sistemas por el
método de Gauss. La idea de expresar las soluciones en funcién de los coefi-
cientes y los términos independientes llevé a Leibnitz en el siglo XVII, a la
teoria de los determinantes.

El uso de determinantes nos permitira

s Calcular la inversa de una matriz
= Expresar la solucién de un sistema de ecuaciones y

= Determinar el rango de una matriz.

2. Determinantes

Definicion 2.1 Sea A una matriz de orden 2, llamamos determinante de la
matriz A y lo representamos como |A|, al nimero

|A| = ‘:ad—bc (1)

b
d

a
Cc
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2.1. Propiedades

D1

D2

D3

D4

El determinante es una funcién lineal de cualquiera de sus filas o colum-
nas. Como las operaciones lineales con vectores son la suma y producto
por un escalar, en realidad esta propiedad expresa dos reglas:

a+d b+b | |a b a b

¢ d |T|e dl|t d ()
Aa b a b
. d =A e d (D1b)

El determinante cambia de signo cuando se intercambian dos lineas
consecutivas,

c d a b
0 b =cb—ad=— . d’ (D2)
El determinante de la matriz identidad es 1,
10
‘ 0117 1 (D3)

Si dos lineas paralelas de A son iguales, el determinante es nulo,

a b

0 b =ab—ba=0 (D4)
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D5 Si sumamos a una linea de A un multiplo de otra linea paralela, el
determinante no varia,

a+kc b+kd a b c d a b B
= = D s-l!+;n7
C d ’ d i c d ‘ c d ’ ( 5> CIENCIAS
D6 Si A tiene una linea nula, el determinante es nulo,
o Mal
c o0l= 0 (D6)

D7 Si A es una matriz triangular, el determinante es el producto de los
elementos de la diagonal,

a b
0 d

’ = ad (D7)

D8 El determinante de A y de AT son iguales,

a b a c

c d| |b d (0%

D9 Si una linea es miltiplo de otra linea paralela, el determinante es nulo,
a Aa a ¢

¢ e | T A e | = 0 (D9)

<4 Doc Doch
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Test. Hallar x para que se cumpla S0l Sod =% 2
5 1 5 1
(a) 1 (b) 3 (c) 2 (d) 4
Ejercicio 1. Expresa como sumas los determinantes
) a+1 4 b) a—1 2a+14
a+2 7 1+a a
Inicio del Test A partir de e 3, hallar :
p 2m
1. El valor de =--- es,
q 2n

e []-6 (o (e

m 5m

2. El valor de =-.-. es,
p op
[1-4 [4 [Jo HE

3. El valor de .

(11 p|:|6 o 3

Final del Test [Puntos: | Correctas |

- es,

m+p n+gq ‘:
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Inicio del Test A partir de

1. El valor de
[Jo

2. El valor de
[Jo

3. El valor de
o

4. El valor de
[]-4

5. El valor de

[]3

Final del Test

a b
¢ d ‘—4, hallar :

20 b |
2 d |-
[]4 []2
b a
d c :...es7
[4 [1-4
a+3b c+3d’_mes
b d |~ '
[4 (17
cC a
O =
[]4 [Jo

- es,

—d
[]4 [Jo

—C

3a 3b ‘_“

[Puntos:

[ Correctas |

[]s

-1

[[]12

[]1

—12
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Ejemplo 2.1. Sean las matrices: A = <§ ;) y B= <g 1), comprueba

que
|A+ B| # |A| +|B]|
Solucién: En efecto, |[A| =1y |B| = 2, sin embargo

7 2

asn=(] 2

):>|A+B|:97A|A|+|B|=3
[l

Ejemplo 2.2. Sean las matrices: A = <§ ;) y B= (g 1), comprueba

que se verifica
|A-B| = |A]-|B|

Solucidn: En efecto, |[A| =1y |B| =2, y se verifica que

13 3
A~B_<21 5>:>|A~B|_2_|A|~|B|_2

O

Teorema 2.1. Regla de Laplace Si A y B son dos matrices cuadradas se
cumple

Regla de Laplace |A - B| = |A| - | B] ‘
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2.2. Caélculo de determinantes con las propiedades

Las propiedades expuestas para determinantes de orden 2 son validas para
determinantes de orden superior. En las siguientes cuestiones y ejercicios se

. . s=B+py
aplican a determinantes de orden 3. CIENCIAS

La idea consiste en aplicar las propiedades y transformar el determinante ]\ 4 al
hasta conseguir uno de forma triangular para aplicar la propiedad D7.

1 a b+ec
Ejemplo 2.3. Demostrar que: | 1 b c+a | =0.
1 ¢ a+bd
Solucion: Usando las propiedades:
1 a b+c i 1 a+b+c b+c
1 b c+a|=|1 b+ct+a c+a |= (D5)
1 ¢ a+bd 1 c+a+b a+d
@ 1 1 b+c
=(a+b+c)|1 1 c+a |= (D1)
1 1 a+bd
=0 (D4)
(1) Sumamos a la ¢z la columna cs. 0
(2) Factor comtn a + b+ c en la c.
<« Doc Doch
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Seccién 2: Determinantes 10
2 -1 3
Ejemplo 2.4. Calcular con las propiedades: | 4 1 5
3 3 -2
2 -1 3 W -1 2 3 @ -1 2 3
Solucion: | 4 1 5| = — 1 4 5 |=- 0 6 8|=
3 3 -2 3 3 -2 09 7
-1 2 3 -1 2 3
@ 2] 03 4|Y2| 03 4|=-30
09 7 0 0 -5
(1) Cambiamos ¢z con ci. (2) Reducimos con fa + f1y fs+ 3 fi.
(3) Factor comtn 2 en la fo.  (4) Reducimos con fs — 3 f
O
Ejercicio 2. Indicar qué propiedad hemos aplicado en las igualdades:
1 2 3 1 2 3 3 2 1
a) |3 1 9|=0 |3 1 9|=-|9 1 3
1 2 3 1 -5 4 4 -5 1

EJErcicio 3. Calcular los determinantes con las propiedades.

1 1 1 5 =
(a)| a b ¢ | (b) 3 4 -5
a® v A2 -1 2 3
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Seccién 3: Determinantes de orden superior 11
3. Determinantes de orden superior
3.1. Adjunto de un elemento

Dada una matriz A = (a;;) de orden n x n se llama adjunto del elemento
ai;, y se denota A;; al determinante de orden n — 1 que resulta de eliminar
su fila y su columna afectado del signo + o — segin ¢ + j sea par o impar,

Adjunto de a;; = Ay

2 -1 0
Por ejemplo en la matriz A = 1 3 4,
-1 5 0
3 4 1 3
An =D)L ‘ =-20 ,Ap=(-1)'** 5 ' =38
1 4 2 0
Ag = (_1)1+2 -1 0 ‘ =—4 y A32 = (_1)3+2 1 4 ‘ =8
-1 0 2 -1
An =D g ‘ =0 A=D1 ’ -7
Ay = Axz3 = -9 Az = —4
siendo la matriz adjunta Adj(A)
-20 —4 8
Adj(A) = 0 0 -9
-4 -8 7
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3.2. Desarrollo de un determinante por adjuntos
Dada una matriz A = (a;;) de orden n x n el determinante de A, es

la suma de los productos de los elementos de una linea por sus respectivos
adjuntos,

’|A|=ai1'Ai1+ai2‘Ai2+"’+ain'Ain (fila 2)‘ (2) M
al

Sea por ejemplo el determinante de una matriz de orden 3 x 3
Desarrollamos por la primera fila:

2 -1 0
1 3 4 :2'23’-&-1’_ é’-l—O’_i 2’2—36
—1 5 0
Desarrollamos por la tercera columna:
2 -1 0
1 3 4 :0’_1 §’+4’_f _;’+o'f _;':—36
—1 5 0

Desarrollando en primer lugar por la primera fila y en segundo lugar por la
tercera columna. Y asi para cualquier otra linea.

<4 Doc Doch
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Ejemplo 3.1. Hallar el valor del determinante

2 4 2
3 1 -1
1 3 1
3 4 2

Solucion:
Lo habitual es hacer ceros en alguna linea y después desarrollar por adjuntos.
En este caso hemos elegido hacer ceros en la fila 3%.

(
(
(
(

1)
2)
3)
4)

2 4 2 3 5 9
31 -1 5 @ |3 -8
13 12 — |1 o0
34 2 4 3 -5
0 0

® 16 -4

11

0

—4

0

=1

-1
-1
=2

3

= DN Ot

=2
-8
-5

-1

—1 (_2)

0 =1
=2

@ . |-6
g 1‘_1

Reducimos con ¢ —3c¢1, ¢c3 —c1y ca —2c1.
Desarrollamos con adjuntos por la fs .

Reducimos con ¢; — 2c¢s.
Desarrollamos por la f;

13

0 -1
—4 —1|=
-1 -2

—4
-1 ‘ =2
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Seccién 3: Determinantes de orden superior 14

Ejemplo 3.2. Hallar el valor del determinante

1 2 -1 0
2 1 4 2
3 -1 -2 1
-1 0 4 -3
Solucion:

Vamos a hacer ceros en la primera columna usando como pivote el elemento
a1 = 1, obteniendo:

1 2 -1 0 12 -1 0
2 1 4 20 w03 6 2@, 7 7
3 -1 -2 1| o -7 1 1] |7 o ¢
1 0 4 -3 0 2 3 -3
11 4 0
g -7 1 1 @ -1 ‘_Ll) é‘ =-142
~19 6 0

) Efectuamos fo —2 f1, fs —3f1y fa+ fi.
) Desarrollamos por la ¢;.

) Efectuamos fi — 2 fo y f3 + 3 fa,.

)

(1
(2
3
(4) Desarrollamos por la columna tercera.
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Ejercicio 4. Calcular los siguientes determinantes:

1 3 1 1 3 1 1 3 1
a) |4 2 0 b) | 2 3 4 ¢)|3 3 3 +<
115 31 1 4 5 6
CIENCIAS
EJErcicio 5. Calcular los siguientes determinantes:
3 -3 4 5 2 1 0 -1 Ma
2 2 77 0 1 3 1
@1 7 1 2 0 Ml 5 5 1
-2 5 6 1 1 3 -1 2
EJErcIcIO 6. Calcular los siguientes determinantes:
a+1 1 1 1 a a a a
1 a+1 1 1 a b b b
(@ | 1 a+1 1 )
1 1 1 CL+1 a b C d
EJercicio 7. Calcular los siguientes determinantes:
0O 2 4 6 -1 T T T
1 3 5 7 z -1 T T
(@)1 10 12 14 16 ) <
21 23 25 27 T x r —1 <

<« Doc
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4. Aplicaciones de los determinantes

Teorema 4.1. Dada una matriz A = (a;;) de orden n x n se cumple que la
suma de los productos de los elementos de una linea por los adjuntos de otra
linea paralela es 0,

a;1-Ajntap-Ajp+ - +apm- A =0 i Fj (3) M
al

4.1. Inversa de una matriz

La construccién de la inversa de una matriz A se efectiia por los adjuntos.
De las ECUACIONES 2 y 3 se sigue

A Adj(A)T [AlTq
a1 a2 a3 A Ay As Al 0 0
a21 Q22 a23 : Ag Azp Az = 0 |A| 0
asz1 asz as3 Az Azz Asg 0 0 |A|

Siendo Adj(A) la matriz adjunta de A. Como A-Adj(A)T = |A|-I4, dividiendo
por |A]

-1 _ 1 0 qp
A _W-Ad](A) (4)

De la EXPRESION 4 se sigue que hay inversa cuando |A| no es cero.

‘HA_l — |A| # 0‘ (5) <« Doc Doc bk
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L, r=A+Au

e Inversa de una matriz 2 x 2

Ejemplo 4.1. Hallar la inversa de la matriz

A= ( _i _? > (‘5:1\;("‘:1\5

Solucion: [\/i a

a laj=| 2 72 ‘:3-1—(—4)(—2)2—57&0:,14—1

b) Se calculan los adjuntos de los elementos de A

A =1 A= —(—4) =4 A = —(—2) =2 Axpx=3

Matriz adjunta es:

. (1 4 omg_ ([ L 2
Adj(A)—<2 3>:>Adj(A) —<4 3>
La inversa de A es:
1 1 2
-1 _ 1 t_ =
A7 = A Adj(A) ( 4 3 )

<« Doc

Volver



http://personales.unican.es/gonzaleof/

MATEMATICAS
2° Bachillerato

Seccién 4: Aplicaciones de los determinantes 18

e Inversa de una matriz 3 x 3

3 -2 -1
Ejemplo 4.2. Hallar la inversa de la matriz A = [ —4 1 -1 'f;;;;
2 O 1 CIENCIAS
Solucion:
a) Se calcula |A| =1# 0= 347! ]Vda
b) Calculamos los adjuntos:
1 -1 —4 -1 —4 1
A“:‘o 1‘:1 Am:_’ 2 1’:2 A“”_‘ 2 0‘:_2
—92 _1 _ —
A21——’ (2) 1’22 A22=’g 1’—5 A23=—‘g (2)‘2—4
-2 -1 3 -1 3 -2
A31—' 1 _1'_3 Azz = ’_4 _1’_5 Asz = 4 1’2—5
1 2 -2 1 -2 3
Adj(A) =] -2 5 —4 | = Adj(A)T = 2 5 7
3 5 =5 -2 -4 -5
1 -2 3
Al = 2 5 7
-2 -4 -5
0 <4 Doc
Volver
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Ejercicio 8. Calcula las matrices inversas de:

a)A::<i é) b)B::(i

-

N DN
N—

1 4 2 1 1 1 (‘!l-l:l\;("‘ :AS
c)C={3 7 9 dy D=4 0 1
1 5 1 2 5 1 ZWal

Ejercicio 9. Con las matrices A y B del ejercicio anterior resuelve las ecua-
ciones matriciales:

a) AX=B
¢) AXB=1

b) XA=B
d) BXA=1I

Ejercicio 10. Responder a las siguientes cuestiones
a) (Es cierto que toda matriz cuadrada admite inversa?

1
b) Si |A| =3, jes cierto que |A7!| = §?

1 2
c¢) Sabiendo que |A| = 3 |B| = ~3 siendo A y B del mismo orden,
hallar |[A~! B7.

EJERCICIO 11. Sea A,, una matriz cuadrada de orden n:
(a) Demostrar que |\ A,| = A" |4, <4 Doc Doc b
(b) Expresar |Adj(Ay)| en funcién de |A,| para cualquier valor de n.

Volver Cerrar
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Ejercicio 12. Es posible encontrar una matriz A regular de orden 3 tal que
su adjunta Adj(A) sea nula. ;Verdadero o falso?.

4.2. Calculo del rango de una matriz

En el capitulo de matrices ya hemos estudiado el concepto de rango. Los
determinantes se pueden utilizar para determinar el rango de una matriz,
basandonos en que el determinante de una matriz con una linea combinacién
lineal de otras paralelas es cero.

® Menores de una matriz

De una matriz A se pueden extraer submatrices cuadradas. A los deter-
minantes de dichas submatrices los llamamos menores.
Sea la matriz

1 2 3 4
A= 2 4 6 8
3 6 9 13
menores de orden 2 son por ejemplo
1 2 1 3 1 4
2 d]=0 |z d|=0 |z
2 3 2 4 3 4
PR F R

MATEMATICAS
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s=B+py
CIENCIAS

Mal

<4 Doc Doch

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

Seccién 4: Aplicaciones de los determinantes 21

1 2 1 3 1 4
3 6 39 3 13

También podemos extraer menores de orden 3, que en este caso son todos
nulos. En este caso, el rango como hicimos en el capitulo de matrices por
reduccién es,

=1

-

|

123 4 1 2 3 4
rA)=r| 2 46 8 |=rl0000]|=2
36 9 13 000 1

pues es el nimero de filas no nulas de la matriz reducida. Este coincide con el
mayor menor que se puede extraer de A, que es de orden 2. Si hay un menor
no nulo, su orden indica el rango de la matriz. En este caso r(A) = 2. En
general se tiene:

El mayor menor no nulo da el rango de la matriz I

e Método practico

Resaltamos a continuacion dos indicaciones para el estudio del rango:
a) Cuando la matriz consta solo de niimeros se aconseja utilizar el método
de reduccion.

b) Cuando la matriz consta de algin pardmetro se aconseja analizar en
primer lugar el mayor determinante que se pueda extraer de la matriz.

<4 Doc Doch
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En el siguiente ejemplo ilustramos el cdlculo del rango por menores, pero
como hemos dicho antes se recomienda utilizar el método de reduccion si la
matriz no tiene parametros.

Ejemplo 4.3. Utilizando el método de los menores, hallar el rango de la
matriz

1 2 -1 2
2 1 01
A=l4 5 25
2 -1 1 2
. 1 2 -
Solucion: Como el menor 9 1 ‘ =—-3#0,elrg(A) > 2. Se anade una fila
1 2 -1
y columna | 2 1 0 | = 0, Se prueba con la misma fila y otra columna
4 5 =2
1 2 2
2 1 1 |=0,luego la tercera fila es combinacién lineal de las filas primera
4 5 5
1 2 -1
y segunda. Ahora probamos con la cuarta fila, | 2 1 0 | =14#0, luego
2 -1 1
rg(A) = 3. O

MATEMATICAS
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Ejemplo 4.4. Estudiar el rango de la matriz en funcién del parametro k.

1 0 -2 3 1
A=1 2 -1 3 0 2
4 k -1 6 4

Solucion: Analizamos en primer lugar el mayor determinante que se pueda
extraer de la matriz y que contenga a k, por ejemplo,

1 0 -2
2 -1 3|=-T—-Tk=0=k=-1
4 k -1
Si k = —1, sustituyendo en A y reduciendo,
1 0 -2 3 1 1 0 -2 3 1
2—1 302~10—1 7 -6 0 |~7
-1 4 0 -1 7 —6 0

=1l
1
0
0 0 0 0 O
Si k # —1, entonces r(A) =

(f2 —2f1),(f3s —4f1)
2(fs — f2)

MATEMATICAS
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Ejercicio 13. Utilizando el método de los menores, hallar el rango de las
matrices

1 2 3 L
a)A:(_i%?) by B=| 1 2 5 "ﬁ
2 4 8 CIENCIAS
Ejercicio 14. Hallar el valor de k para que el rango de la matriz M a.
1 3 2k
C=1|k 1 3
1 7 k

sea 2.

EJERCICIO 15. Discutir en funcién del pardmetro el rango de:

1 a —1 2 1 @ 1
(a) M| 2 -1 a 5 (b) N | 2 2 c+1

1 10 —6 1 4 2c+2 *+3
EJERCICIO 16. Discutir en funcién del pardmetro el rango de:

b 1 1 2 k1 1 1
()P 2 b v 1 Me=|1 %k 1 &

11 1 2 1 1 k k2

<4 Doc Doch
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Ejercicio 17. Hallar las raices del polinomio en funcién de a:
2

T a a a
a 2 a a
2 =0
a a T a
a a a z*

Ejercicio 18. Hallar x para que A no tenga inversa, siendo

_ lz| 1
A‘(u—mg

Ejercicio 19. Hallar los valores de k para los cuales la matriz no tenga
inversa:

-k 4 5 6

—k 1 2 3

-k —k 0 -1

-k -k -k -1

A:

Ejercicio 20. Determinar para que valores de «, tiene solucién la ecuacion
matricial: A% X + A X = B, siendo

=(57) -(8)
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Ejercicio 21. Resolver la ecuaciéon matricial:

B(2A+I)=AXA+B

siendo
3 -2 -1 1 -1 2
A= —4 1 -1 B = =1l 0 -1
2 0 1 0 -1 1

Ejercicio 22. Si a,b y ¢ son no nulos, estudiar el rango de la matriz

a b ¢
A= 2a —b 3¢
3a 0 4c

Ejercicio 23. Estudiar segun los valores de a,b y ¢ el rango de la matriz
5 5 5
L= a b c
b+c a+c a+bd
Ejercicio 24. Hallar a para que r(A) = 2
2 1 -1 0

4 a—1 =2 0
A= 1 2 a® -1
3 3 8 —1

MATEMATICAS
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Ejercicio 25. Hallar si es posible, un valor de a para que r(B) = 2 y otro
para que r(B) =3

-1 0 2 3
-2 0 4 200
5= o2 -1 2 1

8 -1 a+1 2a-2

Ejercicio 26. Sabiendo que:

a b ¢ a+2d c+2f b+2e
d e f|=12 hallar 3d 3f 3e
g h —qg —1 —h
1 3 2 2
Ejercicio 27. Resolver la ecuaciéon | 0 1 1 | X = 1
1 1 1 -3

MATEMATICAS
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2° Bachillerato

L, r=A+Au

Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 1.

a) Aplicando la propiedad Dla a la primera columna, 'f;;‘,,;
a+1 4 a 4 1 4 CIENCIAS
a+2 7| |a 7 ‘ 2 7 ’

b) Aplicando la propiedad Dla dos veces

a—1 2a+4| a 2a n -1 4]
l1+a a l1+a a l1+a a

a 2a a 2a -1 4 -1 4

11l a + a 0 ++‘ 1 a ‘ a O’

Ejercicio 1

<4<
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Soluciones a los Ejercicios 29

Ejercicio 2.
a) Sien un determinante una linea es miltiplo de otra paralela, el deter-
minante es nulo. D9

b) Si en un determinante se intercambian dos lineas paralelas consecuti-
vas, el determinante cambia de signo.

Se produce un cambio de signo por cada permutacién:  Propiedad D2

Contamos los cambios por columnas:

(c1,c¢2,c3) inicio
(cla C3, 02)
(e3,c1,c2) +
(037 C2, Cl)

Ejercicio 2

A | | 4
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1 1 1 @ 1 1 1
Ejercicio3(a) | a b ¢ |=|0 b—a c¢c—a |=
a® v 0 v*—ab c*—ac
@) 1 1 1
=10 b—a c—a =(h-a)(c—a)(c—0)

1.
2.

0 0 (c—a)b—a)
Reducimos con f3 —a fo y con fo —a fi.

Reducimos con f3 — b fs.

MATEMATICAS

30 2° Bachillerato
A+Au
-
S >
s=B+py
CIENCIAS

<<
|
<« Doc

Volver



http://personales.unican.es/gonzaleof/

Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 3(b) Utilizamos propiedades para que el alumno las aprenda

2 2 1 2 -1 1
3 4 5|22 3 2 5|2
-1 2 3 -1 1 3
1 2 1
=—2| 2 3 -5|© _2
1 -1 3
Tfafo _2 éi_é
00 31

1. Reducimos con fo —2f1 v f3+ f1

|
O =
=~ N

= 62
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Ejercicio 4. Obtenemos ceros usando la primera fila:

a)

13 1 103 1
42 090 —10 -4 |2 _48
11 5 0 -2 4

(1) Reducimos con fo —4 f1y fs — fi.
(2) Desarrollamos por adjuntos en la primera columna

1 3 1 13 1],
2 3 4%/ =3 2%
31 1 0 -8 -2

(1) Reducimos con fo —2 f1 y fs — 3 f1.
(2) Desarrollamos por adjuntos en la primera columna

13 1 13 1],
3 33|90 -6 0|/%_12
45 6 0 -7 2

(1) Reducimos con fo —3 f1y f3 —4 f1.
(2) Desarrollamos por adjuntos en la primera columna

32

Ejercicio 4

MATEMATICAS
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Soluciones a los Ejercicios 33 ;
2° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 5(a) Obtenemos ceros en la tercera fila usando como pivote el
elemento az; = —1.

3 -3 4 5 3 0 10 5 By
2 27 7|lw| 2 4 11 7|
-1 1 2 0] | -1 0 0 0]
-2 5 6 1 -2 3 2 1 Ma
0 10 5
O T 12 f’—:ﬂ“? ?‘:—45
3 2 1

(1) Reducimos con ¢z +c¢1 y ¢3 + 2¢1.
(2) Desarrollamos por adjuntos en la tercera fila.
(3) Desarrollamos por adjuntos en la primera columna.
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Ejercicio 5(b) Obtenemos ceros en la segunda columna usando como pivote
el elemento ays = 1.

2 1 0 -1 2 1 0 -1
0 1 3 1im| -2 0 3 2|
3 2 5 11 | -1 0 5 3|
1 3 -1 2 -5 0 -1 )
-2 3 2 13 3 17 A
@_ 11 53|92 5 289w
-5 -1 5 0 -1 0
Reducimos con fo — f1, fs —2f1y fa—3 fi.
Desarrollamos por adjuntos en la segunda columna. 0

Reducimos con ¢1 +5¢2 y ¢3 + 5ca.
Desarrollamos por adjuntos en la tercera fila.

OO —

(1
(2
3
(4

MATEMATICAS
2° Bachillerato

L, r=A+Au
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Soluciones a los Ejercicios ;
2° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 6(a)

a+1 1 1 1 a+4 1 1 1
1 a+1 1 1 OHla+4d a+1 1 1 _ B
1 1 a+1 1 a a+4 1 a+1 1 o (‘IEN(M‘IAS
1 1 1 a+1 a-+4 1 1 a+1
11 1 1 111 1 Ma
D1 1 a+1 1 1 (2 0 a 0 0]
Gl I T T T Bl C ) IR R
1 1 1 a+1 0 0 0 a
=a’(a+4)

(1) Reducimos sumando a la ¢ las restantes ¢z + ¢35 + ca.
(2) Reducimos restando a todas las filas la primera f;
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Ejercicio 6(b)

a a a a 1 a a a
a b b b|0/)a 1 b b b
a b ¢ c = Y1 b e |7
a b ¢ d 1 b ¢ d
1 a a a
(1) 0 b—a b—a b—a
=al0 0 e—b c—b =a(b—a)(c—b)(d—c)

0 0 0 d-c
1. Reducimos con fy — f3 y con f3 — fo.

36
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Ejercicio 7(a)

0 2 4 6
1 3 5 7
10 12 14 16
21 23 25 27

Cq — C3

10
21

N DN NN

NN NN

37

O
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Ejercicio 7(b)

z -1 =z T
T x -1 =z
73 x r —1
1
2(1+30)] 1
1
1 T T
0 —1—=x 0
0 0 —1—x
0 0 0

0
0

—1—=x

1. Reducimos sumando a la c¢; las restantes ¢o + ¢3 + ¢4.

2. Reducimos restando a todas las filas la primera f;.

38
T x
=l @3 & |_
x -1 x|
z z -1
z
T |2,
T2 (-1+30)
-1
= (—1+3z) (-1 -=z)®
d
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Prueba del Teorema 4.1. Dada una matriz A = (a;;) de orden n x n se
cumple que la suma de los productos de los elementos de una linea por los
adjuntos de otra linea paralela es 0,

ai1 - Aj1 +aze - Ajo+ - + @i - Ajr, =0 35 g

Obsérvese que la expresion anterior equivale al desarrollo por la fila f; del
siguiente determinante, donde las filas f; y f;son iguales.

a1 @12 @13 -+ Qin

a1 Q22 Q23 --°  QA2n
filai a;1 a2 Qi3 Ain -0
filaj a;1 A2 A3 0 Qin

anl1 Qnp2 Qp3z --- QAnn

Esta propiedad nos permitird construir la matriz inversa de una matriz.
<

MATEMATICAS
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Ejercicio 8.

a) A7 =

b) B~ =

g) @ =

d) D71 =

1(0 1
4\4 -1
1/ 2
2\ =2
L {38
3 6
8
-5
1
7 | 2
20
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40 A
2° Bachillerato

A+Au

-
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s=B+u\7
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Ejercicio 9.

6) AX=B=A""AX=A""B=—|X=A"'B]
1/0 1)\(3 2\ _1(1 1
X‘Z(4 —1)(2 2)‘5(5 3)
b) XA=B= XAA'=BA' = |X=BA""]
v (3 2)L(0 1\_1(s 1
2 2)ala 1) 72 8 0
¢) AXB=I=5 A"YAXBB™ ' = A"'B~! —
w_Ll(0 1\1( 2 -2\ _1/-2 3
T4\4 -1)2\-2 3) s\10 -11
d) BXA=I= B"'BXAA™' = B~1A' —

X—l 2 —2\1/0 1\ _1/-8 4
“92\—-2 3/)4\4 -1) 8\ 12 -5

Ejercicio 9

MATEMATICAS
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Ejercicio 10.

a) Falso. Ya hemos visto que es necesario y suficiente que su determinante
sea distinto de cero. CONDICION 5

b) Verdadero pues
1
4- A7 = Ll = 1= |4]|A7| = |47 =

Propiedad D9

¢) Como
1
=5 = |47} ==2
2 3
Bl=-- — |B}=-3
Bl=-2 — |B7=-3
luego por la regla de Laplace
A7 B = |47 B = (-2)(—3) = 3

Ejercicio 10

MATEMATICAS
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Soluciones a los Ejercicios 43 + Bachillerato
| era

. o e A+Au
Ejercicio 11(a) Lo vemos para n = 3:
a1 a1z @13 Aair Aaiz Aais
AAz=A| a1 ax axs | =| Aazr Aaxx Aags
aszyp asz2 ass Aas1 Aasz Aass CIENCIAS
De la propiedad D1b, se tiene M
Aair Aaiz Aags a1l a2 Q13 a
3
Aag1 Aage Aazs | =A7| a1 ax  ass
Aas1 Aazz Aass a3y asy Gs3
luego
X As| = A | A
y para el caso n,
IANA,| = A" A,

<4<
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Ejercicio 11(b) De la expresién de la inversa, se tiene que:
A- Adj(AT) = |A| I,

Tomando determinantes

|A- Adj(AT)| =
|A] - |Adj(AT)| = (Regla de Laplace)
|A| - |Adj(A)| = (14] = 1AT])
|A] - |Adj(A)| =|A|" | I, (apartado anterior)
|A] - |Adj(A)| =|A[" (1] = 1)
|Adj(A)| =|A"~! (simplificando)

MATEMATICAS

44 2° Bachillerato
s=B+ u;
CIENCIAS
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Ejercicio 12.
Falso, pues si Adj(A) es nula todos los menores de orden 2 de A son cero. Si
desarrollamos el determinante de A por adjuntos también valdra cero, y por
tanto no puede ser regular.

Ejercicio 12

MATEMATICAS

2° Bachillerato
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Ejercicio 13.

a) Como el menor _i g ‘ =80, el rg(A) = 2 pues no hay menores
de orden 3.
b) Como el menor ' 9 g ’ =4+#0,elrg(B) > 2.
Por otra parte como el tinico menor de orden 3,
1 2 3
1 2 5]=0
2 4 8

se tiene rg(B) = 2.
Ejercicio 13

MATEMATICAS
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Ejercicio 14. Como el menor i 3 =4 +#0, el rg(B) > 2. Para que no
pueda ser 3 es necesario que su determinante sea nulo, |C| = 0,
1 3 2k
C=|k 1 3|=11k*-k-12
1 7 k

Para que 11k* — k — 12 = 0 es necesario que k = 12/11 6 k = —1.
Ejercicio 14
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Soluciones a los Ejercicios 48 20 Bachillerato
1 a —1 2 Py e
Ejercicio 15(a) Elegimosde M | 2 —1 a 5 | un menor de orden \
1 10 -6 1 g
3, D
1 -1 2 CIENCIAS
2 a b5 |=—a+3=0=a=-3
1 -6 1 Ma
Sia# -3 = r(M) =3,y para a = —3 sustituimos en M y reducimos la
matriz
1 -3 -1 2 1 -3 -1 2
2 -1 -3 5 |~'f0 5 -1 1 |=rM)=3
1 10 -6 1 0o 7 -5 -1

para todo valor de a se tiene r(M) =3
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Ejercicio 15(b) Calculamos

IN|= —2c¢(c—1)2=0=c=0V1

=N =

NN O

W = =

IS NG

Y f2 —2f1), (fs —4f1)

~

=N

IS R

=7r(N)=1
1 0 1
0 2 -1 ﬁT(N):Z
0 2 -1

MATEMATICAS
49 A
2° Bachillerato

A+Au

-
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Ejercicio 16(a) Elegimos de P un menor de orden 3,

=(b-1)(2b-1)=0=b=1Vb=1/2

= N o

1
b
1

[N V]

ob£1Ab#1/2 = r(P)=3

Si @b = 1 sustituimos en P y reducimos la matriz, r(P) = 2.
1 1 1 2 L 1
2 111 |¥[o -1 -1 -3
1 1 1 2 0 0 0 0

Si eb = 1/2 sustituimos en P y reducimos la matriz, r(P) = 3.

/2 11 2\
2 12 1/4 1 | @
1 1 1 2

1224\ (1 2 2 4
8 2 1 4 |2 0 —14 —15 —28
11 1 2 0 -1 -1 -2

(1) f2 —2f1, f3 — f1-
(2) 2f1 vy 4f2.
3) f2—8f1y fs — f1.

MATEMATICAS
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Ejercicio 16(b) Elegimos de @ un menor de orden 3,
kK 1 1
1 k& 1 |=(k-12k+2=0=k=1VEk=-2
1 1 k
ok#AINk#-2=7r(Q)=3
Si e k = 1 sustituimos en @ y reducimos la matriz, r(Q) = 1.
1 1 1 1 L 1 1 1 1
1111|900 o0 o0
1 1 1 1 0 0 0 O
Si e k = —2 sustituimos en @ y reducimos la matriz, r(Q) = 3.
2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1
1 -2 1 -2 |®( o -3 3 3|9 0o -3 3 -3
1 1 -2 4 0 3 -3 9 0 0 0 6

(1) f2 = f1, f3 = f1.
(2) 2f2+ f1y 2fs + f1.
(3) f3 + fa.

MATEMATICAS
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Ejercicio 17.

22 a a a 2 +3a a
a 22 a a |@|2*+3a 22
a a 22 a | | 2°43a a
a a a z° z2+3a a
(22 + 3a)

2 0

o 0

0

=(z? +3a)(z® —a)® =0

= Sia >0, las raices son x = ++/a.
= Sia <0, las raices son x = v —3a.
s Sia =0, latnica raiz es x = 0.

(1) cr+(ca+estca) (2) fo—f1,f3—f1,fa—f1

MATEMATICAS

2° Bachillerato

52

a a

a a

22 a

a z?

a a a Ma
Z_a 0 0

0 22 —a 0

0 0 > —a

Ejercicio 17
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Soluciones a los Ejercicios 53 ;
2° Bachillerato

Ejercicio 18. Para que A no tenga inversa es necesario y suficiente que
|A] = 0.

[z 1
|z —2| 2
Dependiendo de x tenemos las tres ecuaciones

2<0 2t (z-2=0 = [x=2] Ma
0<zx<2 2x+(z—-2)=0 = |x=2/3
2<z 2 —(x—2)=0 = x = —2(no vale)

=2lz|—|z—-2[=0 B~

s=B+u;

Al =

CIENCIAS

Ejercicio 18
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Soluciones a los Ejercicios ;
2° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 19. Para que A no tenga inversa su determinante debe ser nulo,
|A| = 0. Restamos a todas las filas la primera:

-k 4 5 6 —k 4 5 6 B

Kk 1 2 3| | o -3 -3 -3| Cneiss

“k -k 0 —1|"| 0 —k—4 5 —7|~

—k -k —k -1 0 k-4 —k—5 —7 Ma
-3 —5 g -3 -3 -3

— k| —k—4 -5 —7|B= k| —k—a —5 —7|=

k-4 —-k-5 -7 0 -k 0
_ 2 -3 3| _ o2
=k 0, 0| =3 (k-3

Para kK = 0V 3 no existe la inversa de A.
Ejercicio 19
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Soluciones a los Ejercicios : ;
2° Bachillerato
, r=A+Au

Ejercicio 20. A> X + A X = B = (A?+ A) X = B. Para que tenga solucién
debe existir la inversa de A% + A y por tanto |A% + A| # 0. Calculamos su
expresion: N

s=B+u;

2 o a 2 o 2 a 2 _ CIENCIAS
A+A‘<1 1)(1 1>+<1 1)_

(A +a+?2 2a+4 Ma
B a+2 4
Como |[A?+ A| =20 —4a=0=a=0Va=2.

Concluimos que existe solucién si a # 0 A o # 2
Ejercicio 20
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Ejercicio 21. En primer lugar despejamos la matriz X,
B(2A+I1)=AXA+B = 2BA+ B=AXA+B
= 2BA=AXA = e
= 247'BAAT'=ATAXAAT's X =24"'B -

3 -2 -1 3 —4 2 Ma

Calculamos A~ Al = | —4 1 -1 =1, A" = -9 1 0
2 0 1 -1 -1 1
1 -2 3
Adj(AT) = 2 5 7
—2 -4 -5
La solucién es:
1 -2 3 1 -1 2
X=2 2 5 7 -1 0 -1
-2 -4 -5 0 -1 1

Ejercicio 21
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Ejercicio 22. Hallamos |A],

a b c a b ¢
Al =|2a —b 3¢ || 30 0 4c|=0
3a 0 4c 3a 0 d4c

Luego r(A) < 3 para cualquier valor de a,b y ¢. Tomemos ahora un menor
de orden 2, el méas cémodo es

a b
3a 0

luego el rango r(A) = 2 para cualquier valor de a,b y c.

=—-3ab#0puesa#0Ab#0

Ejercicio 22
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Soluciones a los Ejercicios 58 .
2° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 23. Hallamos |A],

5 5 5 5 5 5
a b c L a b c =0 'i'a:];\‘
b+c a+c a+bd a+b+c a+b+c a+b+c CIENCIAS

Luego r(A) < 3 para cualquier valor de a,b y ¢. Tomemos ahora un menor
de orden 2, el més cémodo es M a.

5 5
o b =5a—-b)=0=a=0
luego se ven dos casos
5 5 5
nag=b=c=r(L)=r| a a a =1
2a 2a 2a

= (a#b)V (a+#c) con algin menor de orden 2 no nulo, luego r(L) = 2.
Ejercicio 23
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2° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 24. Todos los menores de orden 3 deben ser nulos. Elegimos uno
céomodo, por ejemplo:

2 1 0 B
4 a-1 0= —(2& — 6) =0=a=3 (‘!l_EN("‘:AS
1 2 -1
Es necesario que a = 3. Veamos si es suficiente lw a.

2 1 -1 0 2 1 -1 0 2 1 -1 0

4 2 =2 0 ) 0 0 0 0 @ 0 0 0 0

1 2 9 -1 0 3 19 -2 0 3 19 -2

3 3 8 —1 03 19 -2 0 0 0 0

luego si a = 3, el rango 7(A) = 2.
(1) f2 — f1,2f3 — f1y 2fa — 3 f1.
(2) fa— fs.
Ejercicio 24
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Ejercicio 25. Si r(B) = 3, el menor de orden 4 debe ser nulo. Hallamos
|B| = 0:

|IB| = —(2a —6)(20> —a—15) =0 = a=3Va=—5/2
Estudiamos a = 3.

-1 0 2 3 -1 0o 2 3 -1 0 2 3
=7 04 6 | 0 0 0 0 ) 0 0o 0 O Ma’
9 -1 2 1 0 -1 20 28 0 -1 20 28
8§ -1 4 4 0 -1 20 28 0 0 0 O
luego si a = 3, el rango r(B) = 2.
Estudiamos a = —5/2. Escogemos un menor de orden 3
0 2 3
0 4 -5 |£0=r(B)=3
2 1

(1) f2—2f1,2f3+9f1y fa+8f1
(2) fa—f3

Ejercicio 25
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Ejercicio 26.

a+2d c+2f b+2e ) a c b 2d 2f 2e
3d 3f 3e = 3d 3f 3e |+| 3d 3f 3e
—g —i —h —g —i —h —g —i —h
@ a ¢ b d f e
=-3|d f e|—-6|d f e
g 1 h g i h
3

(1) Propiedad Dla
(2) Propiedad D1b
(3) Propiedad D2 y D4
Ejercicio 26
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A+Au

-

<

s=B+u;

CIENCIAS
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Ejercicio 27. Como

_— O =

— = W

— = N

MATEMATICAS
2° Bachillerato
A+Au
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-

<

s=B+u\7

CIENCIAS

Ejercicio 27
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A+Au

Soluciones a los Tests

Solucién al Test: Por la propiedad D1b, el nimero buscado es x = 3, pues A
3.2 3.4 2 4 B
5 1 = 3 5 1 CIENCIAS

Final del Test M
a.
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