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Seccién 1: Introduccién 3

1. Introduccién

En este capitulo trataremos las cuestiones de geometria métrica que se
refieren a la medida de distancias y la medida de angulos.

En el tema de Vectores, las herramientas esenciales fueron los tres pro-
ductos vistos en el tema:

= producto escalar,
= producto vectorial y

= producto mixto.

que nos permiten hallar la magnitud de un vector, el dngulo de vectores, el
area de un paralelogramo y el volumen de un paralelepipedo.

Con esas herramientas en este capitulo podremos determinar las distancias
entre puntos, punto y recta, punto y plano y entre dos rectas, asi como el
calculo de dangulos entre planos y rectas.
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2. Distancias

2.1. Distancia de dos puntos

Sean P(z9,Y0,20) ¥y Q(z1,y1,21) dos puntos cualesquiera. Definimos la

distancia de P a @) como la norma del vector PQ que determinan, es decir

d(P,Q) = |IPG| = V(w1 — 70)® + (y1 — y0)® + (21 — 20)°

1)

Observa que esta expresion generaliza la distancia de dos puntos en el plano

que ya conocias, d(A, B) = v/(z1 — 20)2 + (41 — %0)".
Ejemplo 2.1. Sean los puntos P(3,—1,2) y Q(1,5,0).
Solucion: Como Rj =Q—P=(-2,6,—2)

d(P,Q) = ||PQ|| = V(-2)*> + (6)> + (—2)2 = V44

O

Ejemplo 2.2. Dados los puntos A(2,—1,2) y B(3,5,7), halar las coorde-

nadas del vector AB y su norma-modulo.
Solucidn: Siendo los puntos A(2,—1,2) y B(3,5,7)
« AB=B-A=(3,57)—(2,-1,2) = (1,6,5).

= El médulo ||AB|| = /12 + 62 1 52 = V62
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2.2. Distancia de punto a recta

Teorema 2.1. Dados un punto P(xg,yo,20) y una recta r = A + A\ 4.
Para hallar la distancia de P a la recta r

= Tomemos de la recta un punto cualquiera A y el vector director .

» El drea del paralelogramo de aristas ||[PA|| y ||@]| es ||@ A EH

s La distancia buscada § = PH es la altura del paralelogramo

Area del paralelogramo
—
[|ld A AP|| = base x altura
—
|l A AP|| = ||al| x 6
Despejando resulta

—

||17/\AP||
d(Pr)=0= ———
&) Tl
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2° Bachillerato

Ejemplo 2.3. Hallar la distancia de P(3,—3,1) a la recta
r=(z,y,2) =(2,3,4) + A (-1,2,1)

!-B+p;

Solucion: e

= Un punto de la recta es A(2,3,4) y el vector director @ = (—1,2,1).

—
» La norma del producto vectorial ||@ A AP||: l\/i a

—
Siendo AP = (1,—6,—3), el producto vectorial es
. ik
=1 2 1

Su norma es

||&@ A AP|| = /0% + 2% + (—4)2 = v/20

= Siendo la norma de @, ||@]] = v/(—1)2 +22 + 12 = /6, la distancia
pedida

d(PT)_HmED’H_\/z_o
N Y/
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® Proyeccién ortogonal de punto a recta
Como en el ejemplo anterior, sean el punto P(3,—3,1) y la recta
r=(z,y,2) =(2,3,4) + A(—1,2,1)
Para calcular la proyeccion ortogonal H del punto P a r, hallamos la inter-

seccién de la recta r con el plano 7 que pasa por Py es L ar.
Hallamos 7, 7= —(z —3) +2(y +3) + (2 — 1) = 0.

Resolvemos el sistema,

r=2-—A
_ r=< y=3+2A\
H=nNr Y — 4+

T=—2+2y+2+8=0 H~_0
: T~p
Sustituyendo x, ¥y, z en m, obtenemos

Y
—(2=N)+2B8+2\)+(4+N)+8=0
A= 8 r=A+\U
3 14 7 4
sustituyendo A en r obtenemos H 3733

Se comprueba que d(P,H) = d(P,r), es decir, la distancia de punto a
recta es la distancia del punto a su proyeccién ortogonal sobre 7.
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Ejercicio 1. Encontrar la distancia del punto P(1,2,1) a la recta

x—1 y+3 =z-1
2 1 1

r

Ejercicio 2. Encontrar la distancia del punto P(1,2,1) a la recta

Jz+ty—2-3 =0
5 z—y+z—1 =0

Ejercicio 3. Hallar la distancia del origen a la recta
x+y—5z+4=0
3x+y+2—2=0
Ejercicio 4. Hallar la proyeccién ortogonal del punto P(1,2,1) a la recta

z—1 y+3 2z-1
2 1 1

r
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2.3. Distancia de punto a plano
Teorema 2.2. Sea el punto P(zg, Yo, 20) y el plano 7 = ax + by +bz+d =0

Tomemos del plano un punto cualquiera A y el vector normal 7.
Sea H la proyeccién ortogonal de P a w. En el dibujo se aprecia que

o= LAPH = /(AP,7)

Del producto escalar de AP y 7i se ob-
tiene:

5
L = . —
7. AP = ||7i|| ||AP]| cos &

despejando 6,

T=ar+by+cz+d=0

Vamos a expresar la férmula anterior en coordenadas. Siendo A un punto de
as —
A(z1,91,21) = AP = (Zo — %1,%0 — Y1, 20 — 21)

MATEMATICAS
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con 77 = (a, b, ¢), realizamos el producto escalar
- —
. AP = (a,b,¢c)-(xo —T1,% — Y1, 20 — 21)
= axg + by + czo — (axy + byr + cz1)
= axg+byo+czg+d
ya que como A € w, axy + by + cz; = —d.

d(P, ) = lazo + byo + czo + d|

N o

Ejemplo 2.4. Hallar la distancia del punto P(3,2,—1) al plano
T=2x—y—224+3=0

Solucion:
Para hallar la distancia de P a 7 se sustituye el punto en la ecuacion del
plano y se divide por la norma del vector normal al plano.
23)—(2)—2(-1)+3
(pm 2O =@ 2D +3
V22 + (-1)2 4 (-2)2

MATEMATICAS
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® Proyeccién ortogonal de punto a plano
Como en el ejemplo anterior, sean el punto P(3,2,—1) y el plano
T=2x—y—22+3=0

Para calcular la proyeccién ortogonal H del punto P a 7 resolvemos la inter-
seccién del plano 7w con la recta r, que pasa por P y es | a m, expresando r M
en paramétricas con vector 77 = (2, —1, —2). a

P =342 r=P+ T
H=nnr{ "7~ ‘Z;Q_Ij\”\ P 7 (a,b,c))
m=2z—y—2z-+3=0
2(34+2X)—(2—A)—2(—1-20)+3 =0
A=—1
Sustituyendo en r, obtenemos H
H(1,3,1)

T=ax+by+cz=0
Se comprueba que d(P, H) = d(P, ), es decir, la distancia de punto a plano

es la distancia del punto a su proyeccién ortogonal sobre 7.
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Ejercicio 5. Determinar la distancia del punto A(5,5,3) al plano
T = (z,y,2) = (0,0,4) + A(2,2, -1) + p(-3,2,0)

Ejercicio 6. Hallar el punto P del plano « : z +y + z — 3 = 0 que estd mas
préximo al punto A(1,0,0). ;Cudl serd la distancia de una recta, contenida
en dicho plano y que pase por el punto P, al punto A(1,0,0)?.

Ejercicio 7. Se considera el plano de ecuacion:
a: 2x+y—2z—5=0
Calcular la ecuacion general de los planos paralelos al anterior. Calcular tam-

bién un plano paralelo al anterior cuya distancia al mismo sea 7. ;Es tinico
este plano 7.

Ejercicio 8. Determinar, en funcién de z, la distancia de un punto P(z,0,0)
a la recta de ecuaciones

z+y =0

y+z =0
(Para qué punto (z,0,0) la distancia a dicha recta es igual a la distancia al
plano 7 = x = 07.

r=

MATEMATICAS
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2.4. Distancia entre dos rectas

Teorema 2.3. Sean las rectas
r=A+Ad s=B+puv

—
Con los vectores i, ¥ y AB se determina el paralelepipedo con volumen

|AB, i, |. Por construccién las rectas r y s estdn contenidas en dos planos M a.
paralelos, luego la distancia entre las rectas es la distancia

entre los planos, que equivale a la
altura del paralelepipedo construi-
do.

Volumen =|AB, @, 7|

Base =||u A U]

|AB, @, 3| vos\ L0 \
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Ejemplo 2.5. Hallar la distancia entre las rectas

5 2 3 T2 “YT°73
Solucién: Un punto A(2,—3,0) € r, un punto B(—2,5,0) € s siendo los

vectores directores respectivos 4 = (5,2,3) y ¥ = (2, 1, 3)
3
—
det(u, v, AB) = 3| =-8&4
0

El producto vectorial es

N .
w W
I
—
w
|
©w
—_
S~—

i
UNT=|5
2

luego

Ejercicio 9. Hallar la distancia entre las rectas :

, z—2 =0 s z—2z =0
“ly+3 =0 ' y+z =3
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3. Angulos en el espacio
3.1. Angulo entre dos planos

El dngulo entre dos planos secantes m; y o es el menor de los dngulos
que determinan. Dados

T = All‘—l—Bly—i-ClZ:Dl
e = Asx+ Bay+ Coz= Dy
el dngulo que forman coincidird con el dngulo quer forman sus vectores nor-

males 711 (A1, B1,C1) y fia(As, B, Cs) si es agudo o su suplementario si es
obtuso.

Aplicando la definicién del pro- m _
ducto escalar, obtenemos el n2
coseno de a
a = L(m,m)
cos(my, M) = M
|71 ] ||z ] &

MATEMATICAS
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3.2. Angulos entre recta y plano

El angulo entre una recta r y un plano 7 es el angulo a que forma la

recta r con la recta r, que se obtiene al proyectar r sobre m. Observar que <
. s . - s=B+py
a corresponde al complementario del angulo que determinan el vector u de ETRGTAR
la recta con el vector normal 77 del plano . Siendo los vectores respectivos
fi(a, b, c) y u(uy,us,us) tendremos. ]\ gla
Como
™ - =
a=g - VAGRT

y sena = cos(i, )

Ejemplo 3.1. Hallar el dngulo que forman la recta r y el plano 7

z—1 y+2 2z-1
2 -1 1
Solucidon: El dngulo Z(r,m) = 90 — £(u, i),
(2a_171)'(17_1»_1) _ 2 _ \/5
V2+ P+ 1V 412412 \/6\/5 3 <« Doc Docp»

Volver Cerrar
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3.3. Angulo entre dos rectas

Sean las rectas r y s de ecuaciones:

r=A+Ad s=B+puv

definimos el angulo determinado por r y s como el angulo que determinan
sus vectores direccionales, es decir

u-v]

cos(r, s) = il (3)

[l

Ejemplo 3.2. Calcular el dngulo formado por las rectas
z—1 y+3 2z-1
2 1 1

Solucion:
El dngulo Z(r,s) = Z(u,?), por el producto escalar de vectores
cosa = G-, 61 =0= a=90°
V22 +12 +124/12 4-32 4-12
luego las rectas son ortogonales. O

MATEMATICAS
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4. Ejercicios de interés

Ahora vamos a tratar dos problemas interesantes como son:

= ¢l cdlculo de la recta que desde un punto corta o se apoya en otras dos <

s=B+
rectas dadas. CIENCIAS

= y el calculo de la recta que corta perpendicularmente a dos rectas dadas.

<« Doc Doch
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r=A+iu

Recta que desde un punto corta a dos rectas

Sean P(—1,0,1) y las rectas & '
_ =3 y+1 =z \ B
=75 T2 T3 N

»
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Recta que desde un punto corta a dos rectas

Sean P(—1,0,1) y las rectas (4
_z-3 y+1l =z \
"S5 T2 T3
_r_ yt+t2 =z-1
"T9T 1 T3

e Hallamos el plano 7 =< P;r >

»

MATEMATICAS
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Recta que desde un punto corta a dos rectas
Sean P(—1,0,1) y las rectas (4

- 5 2 = -3
i z—1
T R /

e Hallamos el plano 7 =< P;r >

R(3,-1,0) € r, PR(4,-1,-1) y 7 (5,2, -3)

z+1 y z-1
r=| 4 -1 -1 |=0 P
5 2 -3 2 ™

MATEMATICAS
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2° Bachillerato

Recta que desde un punto corta a dos rectas
Sean P(—1,0,1) y las rectas (4

r:$—3_y+1_ z \ :"ié_nr‘u
-5 2 T -3

CIENCIAS

_r_ yt+t2 =z-1
=TT T3 7 Md

e Hallamos el plano 7 =< P;r >

R(3,-1,0) € r, PR(4,-1,-1) y 7 (5,2, -3)

z+1 y z-1
= 4 -1 -1 |=0 P
5 2 -3 TF
e La interseccién de w N's = {S}

<4 Doc Doch
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Recta que desde un punto corta a dos rectas
Sean P(—1,0,1) y las rectas (4

_z-3 y+l =z \ g
"S5 T2 T3 CIENCIAS
_r_ yt+t2 =z-1
*TeT 1 T 33 / Ma
e Hallamos el plano 7 =< P;r >
S
R(3,-1,0) € r, PR(4,-1,-1) y 7 (5,2, -3)
z+1 y z-1
T=| 4 -1 -1 |=0 P
5 2 -3 Z m
e La interseccién de w N's = {S}
T= 5r+T7y+13z=38
I B(2X) +7(—2+ A) +13(1 — 3\) = 8
i P 22 TR 7Y

<« Doc Doch
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Recta que desde un punto corta a dos rectas

Sean P(—1,0,1) y las rectas i )
_r—=3 y+l =z B
"Wy T 2 T3 CreNCias
_r_ yt+t2 =z-1
S R Ma

e Hallamos el plano 7 =< P;r >

R(3,-1,0) € r, PR(4,-1,-1) y 7 (5,2, -3)

z+1 y z-1
= 4 -1 -1 |=0
5 2 -3
e La interseccién de w N's = {S}

T= br+Ty+132=28

T =2\ _ 5(2A)+;<_2+A)313(1_3?:8
s = y=—-2+A A= — = 8(=,——,—=)
z=1-3X\ 22 117 227 22
z+1 y z—1

pasa por y 18 35 5

<« Doc Doch
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Recta que corta perpendicularmente a dos rectas

Sean las rectas T

" : 1_1 y+20 Z—_21 (‘ll-;l\;("‘.:f\s
T 0T T
= BEscribimos R y S en forma paramétrica
como

RE2+A1,—\) er
S0,—2—p,2+p) €s

= Se tiene que cumplir

(RE1q  RELY|

.
s RS=(-2-X\-3—1,2+p+A\

RS W =0 2XA+p=—4
— —
RS-v =0 A+2p=-5
sustituyendo obtenemos Ry S, R(1,1,1) S(0,0,0). La recta ¢t pedida pasa
por Ry S:

—pu=-2 A=-1

~+
11

=18
Il

<« Doc Doch
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Test. Por un punto P exterior a una recta r, jcuantas rectas perpendiculares
a r se pueden trazar desde P?

(a) Infinitas (b) Una (¢) Dos

Test. ;Puede ser una recta perpendicular a una recta de un plano sin que lo
sea al plano?

(a) No (b) Si

Ejercicio 10. Hallar la ecuacién de la recta 71 que pasa por el punto (1,0, 0)
y es perpendicular al plano z —y — 2 +2 = 0.

Ejercicio 11. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (1,1,1) y
es perpendicular alarectaz =ty =02 =1t.

Ejercicio 12. Calcular alguna recta que sea paralela al plano de ecuacién
m =x — 2y + z = 1 y que también sea paralela al plano 75 que pasa por los
puntos de coordenada P(2,0,1), Q(0,2,1) y R(1,—1,0).
Ejercicio 13. Determinar la ecuacién de un plano que contenga a la recta r
y sea perpendicular al plano 7, siendo:

r—1 y—1 =z+1

T = =] =]
2 3 -1
T =A—Uu
s y =X\
z =p

MATEMATICAS

2° Bachillerato
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Ejercicio 14. Hallar el punto simétrico de P(1,2,3) respecto del plano « :
z—3y—2z+4=0.

Ejercicio 15. Un tridngulo tiene de vértices A(0,0,0), B(1,1,1) y el tercer
vértice situado en la recta {z = 2y; z = 1}. Calcular las coordenadas del

2
tercer vértice, sabiendo que el area del triangulo es -

Ejercicio 16. Hallar las ecuaciones de la recta s que pasa por el punto
P(2,—-1,1) y corta perpendicularmente a la recta

T—2 y—=2

1T 1 c

r=

Ejercicio 17. Dados los puntos P(1,1,2) y Q(1,—1,2) y la recta r de ecua-
ciones paramétricas.

r= -—1+2«
r=< y= —-1+4+a«
z= 1

Se pide
a) Encontrar la posicién relativa de r y la recta determinada por Py Q

b) Hallar el punto o puntos R de r para que el tridngulo PQR sea is6sceles
de lados iguales PRy QR

MATEMATICAS

2° Bachillerato
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Ejercicio 18. Hallar la perpendicular comin a las rectas r y s:
r
s

B=Y=2z
T=yY=32z—2

Ejercicio 19. La recta

Ay+z=1
corta en Py @ a los planos my =y =0, m = 2 = 0.
a) Determinar en funcién de A los puntos del eje Oz que equidistan de P

y Q.

b) Determinar A para que ademds los puntos del eje Oz formen con P y
Q@ un tridangulo equilatero.

Ejercicio 20. Se sabe que la recta r : (z,y,2) = (1, —b,0) + A\(2,—10,1) y el
plano m = 2x + ay+ 2z = 2 se cortan perpendicularmente y que la recta pasa
por el punto (—1,1, —1). Calcular a, b y el punto de corte.

MATEMATICAS

2° Bachillerato
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2° Bachillerato
, r=A+Au

Soluciones a los Ejercicios
Ejercicio 1. Sea P(1,2,1) y A(1,~3,1) € r, luego AP = (0, —5,0). Calcu-

lamos

-

<

s=B+u;

CIENCIAS

—

i j
aNAP=|2 1 = (5,0, —10)
0 -5

S N T

_ |l A AP|| V125
||| V6

d(P,r)

Ejercicio 1

<<
|
<« Doc
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Ejercicio 2. Haciendo por ejemplo z = 0 en s, obtenemos z = 2 e y = 1,
—

luego A(2,1,0) € s. Como P(1,2,1), AP = (—1,1,1). El vector director i € s

lo calculamos con +<

; E C’;;:("‘:AS

1 -1 |=(0,-2,-2)

1

1 Ma

ﬁ:

== ey

—
Con @y AP = (—1,1,1) calculamos

B i 7k
U N AP = 0 -2 -2 1(=(0,2,-2)
-1 1 1
i N AP
||| V38

Ejercicio 2
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Ejercicio 3. Haciendo por ejemplo z = 0 en 7, obtenemos z =3 e y = —7,
luego A(3,—-7,0) € r. Como P(0,0,0),

i € r lo calculamos con

i
=1
3
—
Con 4y AP calculamos
@ N AP =
d(P,r) =

— =ty

D W =y

|
AR

4

J
=T
—16

—

AP = (-3,7,0). El vector director

= (6,-16,—2)

k
0 | =(14,6,—6)
-2

li A AP|| /268

|l

V296

MATEMATICAS
31 ’ ;
2° Bachillerato

L, r=A+Au

B
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CIENCIAS

Ejercicio 3
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Ejercicio 4. Siendo P(1,2,1) y la recta

x—1 y+3 z-1

r=

2

Hallamos el plano 7 que pasa por Py es L ar.

T=2(x—1)+(y—-2)+(2—1)=0

Resolvemos el sistema,

H=mnNr

r=14+2X
r=q¢ y=-3+2A
z=1+A

T=2x+y+2—-5=0

1

Sustituyendo z,y, z en 7, obtenemos

21420+ (3+N)+(1+X)—-5=0

sustituyendo A en r obtenemos H

dt

5
A=2

6
16 13 11
6 66

)

1

32

Ejercicio 4
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Ejercicio 5. Hallamos la ecuacién general del plano:

x—0 y—0 z—-4

T = 2 2 —1|=2x+3y+10(z—4)=0
-3 2 0

La ecuacion general del plano 7 = 2x + 3y + 10z — 40 = 0, y por la férmula
de distancia de punto a plano:
_[2-5+3-5+10-3—-40] 15

d(P,m
(P,m) V22 + 32 4 102 V113

Ejercicio 5

MATEMATICAS
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L, r=A+Au

B
s=B+py
CIENCIAS
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Ejercicio 6. El punto P es la proyeccion ortogonal de A sobre 7. Para hallarle
sea r L m que pasa por A

r= 14\ rom
r=< y= 0+XA =>14+N)+Q+N)+(1+X)—-3=0
z= 04+ X\

se obtiene 3A=0=A=0y P=(1,1,1).
La distancia pedida sera la distancia de P a A,

dP,A) =/ (1-12+(1-02+(1-02=2

Ejercicio 6

MATEMATICAS

2° Bachillerato

L, r=A+Au

B
s=B+py
CIENCIAS
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Ejercicio 7. Todos los planos paralelos al plano o : 2x+y—2z—5 = 0 vienen
dados por la ecuacién

=2r+y—2z+k=0 B

s=B+u;
CIENCIAS

Determinemos k de forma que d(o, ) = 7.

La distancia entre dos planos paralelos es la distancia de un punto cualquiera M a.
de uno de ellos al otro plano.
Haciendo z = 0,z = 0 en « hallamos y = 5, luego P(0,5,0) € «, asi

dla,m,) =d(P,m,) =7
Por la formula de distancia de punto a plano tendremos:
2-04+5—-0+Kk|
22 412 4 (—1)2
= |5+k=7V6=>k=-5+7V6

d(Pa ﬂ'k) =

Ejercicio 7

<4<
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Ejercicio 8.
Sea 01 = d(P,r). Como la distancia de punto a recta es

|12 A 4P|
U —Brne
d(P’ ’/') = ||ﬁ|| (‘!llfN("‘lAS

Haciendo y = —A\ en r obtenemos z = Ay z = A, luego r es (x,y,2) = M
A(1,—1,1), de esta forma obtenemos un punto A(0,0,0) € r y su vector a
u=(-1,1,-1).

—
Tenemos AP = (z,0,0) luego

51 = d(p,r) = \CLLZD A @00] _ Je|

V(12 +12 4+ (-1)2 3
Sea .
=Py =y
(1)2 402 +0?
Igualando
61:52:>%:|$|:>.’E=0

Ejercicio 8
<<
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Ejercicio 9. Pasamos r y s a paramétricas

r=4¢ y=-3 S=Q yYy=3—u

Un punto A(2,-3,0) € r y un punto B(0,3,0) € s siendo los vectores direc-
tores respectivos @ = (0,0,1) y ¥ = (2,-1,1)

0 01
—
det(u, v, AB) = 2 -1 1 |=10 A T=(1,2,0)
-2 6 0
luego .

| U, AB]| 10
d(r,s) = ——+ = —
T@ndl V5

Ejercicio 9
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A+Au

Ejercicio 10. El vector normal del plano es la direccién de la recta:
z—1 y—-0 2-0
T = = =
T 1 =1 s

s=B+u\7

Ejercicio 10 CIENCIAS
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Ejercicio 11. El vector normal del plano buscado es el vector direccién de
la recta, es decir,u(1,0, 1), luego el plano pedido es

1-(z—1)4+0-(y—1)+1-(2-1)=0=>nmr=2+2—-2=0

Ejercicio 11

MATEMATICAS

chillerato

<

s=B+u\7
CIENCIAS
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Ejercicio 12.
Como la recta buscada es paralela a w1 y ma, su vector 4 tiene que ser ortog-
onal a los vectores normales 71; y 7o de los planos.
— —
Hallamos el plano 7o con PQ(—2,2,0) y PR(—1,—1,—1)

r—2 y z—-1
mo=| —2 2 0 =rz+y—2z=0 [\/la
1 1 1

Como 1 tiene que ser ortogonal a los vectores normales 731 (1, —2,1) y 72(1, 1, —2),
i es el producto vectorial de 71 y 7io

ik
=1 -2 1 |=(3,3,3)
1 1 -2

La solucién pedida es cualquier recta que tenga como direccién (3,3, 3), sin
importar el punto por donde pase.
Ejercicio 12
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Ejercicio 13. Del plano buscado 7 buscado tenemos: & S

B
s=B+py

CIENCIAS

= el punto A(1,1,-1) er

= el vector @(2,—3,—1) de r

x Yy z
m yelvectoriden=| 1 1 0 |=z—y+2z=0:
-1 0 1
r—1 y—1 z+1
= 2 -3 -1 |=—4x—-3y+2+8=0
1 -1 1

Ejercicio 13
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Ejercicio 14. Hallamos H la proyeccién ortogonal de P sobre . Para ello
sea r 1 m que pasa por P

T = 1+)\ rOT
r=d y= 2-3\ =(1+A)—-32-3)\)—-203-2\)+4=0
z= 3-—2\
31

se obtiene 14X —7=0=A=1/2y H = (5, 5,2). Para hallar el simétrico

P’ de P tenemos en cuenta que H es el punto medio de Py P'(x,y,2), es
decir

§_1+x
2 2
=9
P+ P z
H— ; %:_Q;Fy ={ y=-1 = P'(2,-1,1)
2_3+z =1
T2

Ejercicio 14
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Ejercicio 15. Expresado en paramétricas el tercer vértice C' € r buscado ,
haciendo y = A en 7, C(2\, A\, 1) € 7.

1 - . B
Como el drea del AABC = §||AB N AC||, siendo AB = (1,1,1) y AC =
(2\, A\, 1) efectuamos el producto vectorial

o i j ok
ABANAC=| 1 1 1|=00-X\2x—1,-X)
22 A 1

yIIAB A AC| = I =2A)2+(2A—1)2+ X2 = /6)2—6A+2

AreaANABC = 5\/6)\2 —6A+2= g

Resolviendo queda A = 0V A = 1. Dos puntos solucién
C1(0,0,1) C3(2,1,1)
Ejercicio 15
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Ejercicio 16.

Sea S el punto donde s corta perpendicularmente a r:

= Como S pertenece a r, escribimos S en forma paramétrica,

B

s=B+u;

S22+ N2+MA)er CIENCIAS
= Se tiene que cumplir
— Ma
—
» Siendo P(2,—-1,1), PS = (A\,3+ XA —1)
PS-W=0=A+3+X\)+0A—1) == —3/2
luego sustituyendo se obtiene el punto S:
11 3
5 (5’ 5"5)

Asi la recta s pedida pasa por Py S, cuya ecuacién es:
z—2 y+1 2-1
-5 3 =B

S

Ejercicio 16
<<
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Ejercicio 17.

a) Encontrar la posicién relativa de r y la recta determinada por Py Q
A(-1,-1,1) (2,1,0)

P(1,1,2) ¥(0,—2,0)
Como @ y ¥ no son proporcionales las rectas no son paralelas. Veamos

si se cortan o se cruzan

—
det(AP,u,v) = —4 # 0 = Se cruzan

r
S

b) Hallar el punto o puntos R de r para que el tridngulo PQR sea is6sceles
de lados iguales PRy QR.
Expresamos R en paramétricas R(—1+ 2a, —1 + «, 1), hallamos PR =
(=24 20,2+ a,—-1) y QR = (-2 + 2a, a, —1) y resolvemos

d(P, R) = d(Q, R)
V2a—22+(a—2)2+(-1)2 = +/(20—2)2+ (a)2+(-1)2
—4a+4=0 = a=1

El punto pedido es R(1,0,1)
Ejercicio 17

MATEMATICAS

2° Bachillerato

, r=A+iu

B
s=B+py

CIENCIAS
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Ejercicio 18. Sean las rectas
r
i
s Escribimos R y S en forma paramétrica como

RO €
SBr—2,3u—2,u) €s

B=Y=5
rT=yY=32z—2

= Se tiene que cumplir

\Rél@  ReLd|

—_—
s RS=0Bp—2-M\3p—2—X\pu—2N\)
{R_’s-a’:o Tu—3r=4
=

—u=1 A=1
RS -7 =0 19u—TA=12 "

t pasa por R(1,1,1) y S(1,1,1). Como coinciden las rectas se cortan en el
punto R. El vector de la perpendicular se halla con w A v = (—2,2,0) y la
recta pedida es

Ejercicio 18

MATEMATICAS
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L, r=A+Au

<
s=B+py
CIENCIAS

A |
<« Doc

Volver



http://personales.unican.es/gonzaleof/

Soluciones a los Ejercicios 47

Ejercicio 19.
En primer lugar hallamos Py Q.

= r+y=1 ;= r+y=1
P(1,0,1) Tl Ayt+z=1 Q0,1,1 - 1) Tl Ay+z=1
m=y=0 T =x =

a) Puntos del eje Oz son Z(0,0, z) que equidistan de Py Q.
d(Z,P)=d(Z,Q) = v/12+ 02+ (1 —2)2 = /02 + 12+ (1 — A — 2)?
elevando al cuadrado y operando resulta: A2 + 2\ z — 2\ = 0, luego

AA+22-2)=0=A=0V A=2—2z

b) Para que Z ademds forme con Py @ un tridngulo equildtero, exigimos
que d(Z,P) = d(P,Q)
d(Z,P) =d(P,Q) = /12 + 02 + (1 — 2)2 = /12 + 12 4+ A2
elevando al cuadrado y operando resulta: —\? — 2z + 2% = 0. Susti-

tuyendo por los valores del apartado anterior, resulta:

A=0 = z=0Vz=2 71(0,0,0) vV Z2(0,0,2)
A=2-2z = no hay solucién

Ejercicio 19
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Ejercicio 20.

» Larectar: (z,y,2) = (1,—b,0)+

A(2,-10,1) yel planom =2z +ay+
z = 2 son perpendiculares, luego |

1

1

| 77, siendo (2, —10,1) y 7i(2,a,1)
2 —10

—la=-10

2 a

= la recta pasa por el punto (—1,1, —1), luego

(=1,1,—1) = (1,-b,0) + A(2,—10,1) =

= Para hallar el punto de corte sustituimos las coordenadas paramétricas
de la recta en la ecuacién del plano

2(1+2)\)—10(—9—10)\)+()\):2:>/\:_g

y sustituyendo A en la expresion de la recta obtenemos el punto de corte

5 3 6
R(‘?"?v‘%)

Ejercicio 20
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Soluciones a los Tests

Solucién al Test: Por un punto P exterior a una recta r, se pueden trazar
infinitas perpendiculares a r. Todas ellas estdn contenidas en un plano que <

. s=B+py
pasa por P y es perpendicular a la recta r. CIENCIAS

Hay que tener en cuenta que dos rectas perpendiculares no tienen que cortarse
necesariamente. Basta que sus vectores sean ortogonales. Final del Test

<4 Doc Doch
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Solucion al Test: La respuesta es afirmativa. Hay infinitas rectas perpen-
diculares a s y que estan contenidas en el plano, como se puede apreciar con
el dibujo.

L

Final del Test
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