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Actividades complementarias

“ Numeros reales

[ Propuesta A ]

10.

11.

12.

Indica el conjunto numérico mas pequefio al que pertenece cada uno de los siguientes numeros.

a) —\/9 b) % c) 12,24242424. . d) 1,122333444455555. . e) 3,14 + m

25 266 22 377

. Ordena de menor a mayor los siguientes nimeros: —, ——, = VY

8’ 81’ 7 120°

La siguiente tabla muestra aproximaciones por exceso y por defecto del numero real m - \/§ Complétala utilizando
las aproximaciones correspondientes de los numeros m y \/5 calculando en cada caso el error absoluto cometido.

Por defecto

Por exceso 3,142 1,733

. Representa en la recta real los siguientes intervalos.

a) (3, 5) b) (4, 6] c) [2, 6] d) [-1, 3)

Utilizando el teorema de Tales, representa en la recta real los siguientes nimeros racionales.

a1 0 -3 o 3 9§

. Escribe en forma de potencia y lo méas simplificadamente posible las siguientes expresiones.

3
a) 4x? - 3x* d) x 2 - Vx? g) :\);_ N VVax
X
. 2 3x + 1 3/3
b) 5(x%)s e h) 22— k Vx?
2
o) X - V¥ f % ) 2% g g ) X+ 17
X

Representa los siguientes conjuntos de numeros en la recta real.
a)|x — 1/ =23 b) [x — 1] <3 c)lx—1]=3 d) [x + 2| =3

. Simplifica el valor de la expresion 15\/§+—3 '128.
V32 — /18

. Calcula todos los nimeros combinatorios <10), <10), (10), (10), (10).

0 1 2 9 10

Utilizando el binomio de Newton, calcula:

a) (3 — V2) b) (V3 - 2)° ) (VB - V2)

A partir de la definicion de logaritmo, calcula el valor de x en las siguientes relaciones.

a) log, 64 = =2 b) logs 21—6 =X c) log, x = =5

Toma logaritmos en las siguientes expresiones.

2X2 . y4 2X2 . y5

a) A = xy’z* b) B = e c)C= , 3,7

2 ﬂ'l Actividades complementarias




[ Propuesta B ]

10.

1.

12.

Clasifica los siguientes niumeros decimales en racionales o irracionales.

a) 12,23232323232323... d) 12,135531135531135531...
b) 12,360360360360360. .. e) 12,112123123412345123456...
c¢) 12,360360036000360000... f) 12,13141516171819202122...

La siguiente tabla muestra aproximaciones por exceso y por defecto del numero real \/5 + \/5 Complétala utilizan-
do las aproximaciones correspondientes de los numeros m y \/5 calculando en cada caso el error absoluto cometido.

V2 V3 V2+3

Error

Por defecto

Por exceso

Escribe los cuatro primeros intervalos encajados que determinan \/3 con errores menores que una unidad, una dé-
cima, una centésima y una milésima (los intervalos encajados estan determinados por las mejores aproximaciones
por defecto y por exceso de un orden dado al nimero considerado).

Utiliza el teorema de Pitdgoras para representar en la recta real los siguientes numeros irracionales.

a) V8 b) /20 c) V29 d) V18

Representa los siguientes conjuntos de numeros en la recta real.
a)|x— 5/ <3 b)|x — 5| =3 c)|2x — 20| < 5 d) | X2

4

‘>0,2

Demuestra que el numero \/20 + 219 — \/20 — 2\/19 es entero.

Racionaliza el denominador de las expresiones irracionales siguientes.
5 — 2 b)2+\/§ o 3 —\7 d)a—z\/B
1-1/5 2 —\/2 (1 —\/3) 2a + \/b

Escribe en notacion cientifica las siguientes cantidades utilizando solamente tres cifras significativas y redondeando
la Ultima cifra significativa.

a) 73178322105 c) 0,000724598203
b) 13976,28573 d) 0,000000000000849725

Calcula el valor de x en la siguiente igualdad: <X ? 2) - (1)(1) = —(1XO>.

Usando el desarrollo del binomio de Newton, calcula:

a) (2 - V2) b) (V3 - 1)° o) (Ve - V2)

Conociendo que log 4 = 0,602, calcula:
a) log 2 b) log 400 c) log 0,32

Pasa a forma algebraica las siguientes expresiones logaritmicas.
a)log A=2log3 —-2logx+ 3logy—log z
b) log B = log(2x — 2y) + log(x — 2y)

(2x — 3)

c) log C = 3 log(x + y) — log 32 — log 5
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[ Soluciones propuesta A |

1. a) Numeros enteros

b) Numeros naturales
c) Numeros racionales
d) NUmeros irracionales (reales)

e) Numeros irracionales (reales)

. 25 377 22

8 120 7

256
81

- \/5 Error
Por defecto EKREA 1,732 |5,440212| 0,00119
Por exceso 3,142 1,733 |5,445086 | 0,00369
a) —o—0— C o o
) 3 5 ) 2 0]
b) —o ° d)—e o—
4 6 -1 3

0 1 1 0 1 s
74 3
b) i‘ d) y
-1 3 ) y
-I 5
4 0 2 1
3
a) 4x® - 3x* = 12 - x° g)f\);_=2x%
X
b) 5(x%) = 5x3 = 5x h) 33)(7+1 = (3x + 1)5
V3x + 1
) X VX = x3 i) 2% . 3% . 4% = 24%
d) x2 - \3/)7 = x5 H VVex = (2x)é
3
e) e K VVVE = xs
\V2x
2
) % = oxi ) 1) = (x+ 1)
X
a) -2 1 4 0 % 1 e
b) 5 1 4 ¢) B a— 1

8 \/15 8 + 3\/128 _
-3

15 - 2V2 + 3 - 2%/2 _
V22 - 22

VMRS T
2V2

V32 - \/8
:\3/30\/§+24\/§:

M2 -2n/2

9. <1OO) -1, (110) ~ 10, (120) - 45, (130) = 120,

(10) = 210, (10) = 252, 210, 120, 45,

(£)- o)~

0. 2) (3 - V2P =3 —6-3-12+15-3 - (V2 -

11.

12.

20 -3 - (V2) + 15 - 32 - (V2)' —
6-3-(V2) + (V2) =
729 — 1458\/2 + 2430 — 1080\/2 + 540 —
72\/2 + 8 = 3707 — 2610\/2
b) (V3 — 2)° = 27 — 108\/3 + 540 — 480\/3 +

+ 720 — 192\/3 + 64 = 1351 — 780\/3

c) (V5 — V2)° = 251/5 — 125V/2 + 100\/5 —

— 100V/2 + 20V/5 — 4\/2 = 145\/5 — 229\/2

a)log, 64 = -2 & x 2 =64 = x! =8:>X=%
(La solucion x = —8 no es valida, ya que la base

negativa no esta definida para el logaritmo.)
1 — X — — 3 —
b)IogG—216—x=>6 =216 =6"=x=26
_ 1
c) log, x = —5©25=x=>x=§

a) A = xy’z* =

= log A=1logx+ 2logy + 4log z

= log C =

_log2 +2logx+ 5logy —log3 — 3log z
B 3
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[ Soluciones propuesta B |

. a) Decimal periodico y, por tanto, racional 2 2(1 + 1/5) 2(1 + \/5)
. ORT] . 7. a) == = =
b) Decimal periédico vy, por tanto, racional 1-15 (1 =5)(1 +5) -4
c¢) Decimal ilimitado no periddico vy, por tanto, irracional 1+ \/g
d) Decimal periodico vy, por tanto, racional B 2
e) Decimal ilimitado no periédico vy, por tanto, irracional " 2 1+ \/2)
N o b) 2 V2 _ | \/_)=6+4\/§:3+2\/§
f) Decimal ilimitado no periddico vy, por tanto, irracional 2 _ \/5 2 2
3-\7 3 —\7
C) = =
\/5 \/5 \/§+\/§ Error (1 — \/5)2 4 — 2\/5
Por defecto 1,414 1,732 3,146 0,00026
Por exceso 1,415 1,733 3,148 0,00174 = (3 _ \/7)(4 + 2\/5) =
16 — 12
12+ 6V3 — 47 — 2\/21
Por defecto 2 2,2 2,23 2,236 - 4 -
Por exceso 3 2,3 2,24 2,237
Intervalo .3)|(22; 23) [(2.23; 2,24) [ (2.236; 2,237) _6+3V3 _22\/_ - Vi
Error < que... 0,1 0,01 0,001
g 2=V _ (a — 2vb)(2a - Vb)
. a) 2a +\/b 4a’ — b
: _ 2a” + 2b° — 5a\/b
2| N \ 48’ — b
0 1 28 0 1 2 3 4 528 g 4) 73178322105 = 7,32+ 10"
b) d) N b) 13976,28573 = 1,40-10*
‘ s c) 0,000724598203 = 7,25-10°*
2 d) 0,000000000000849725 = 8,50-10°"
0 1 2 3 4420 0 1 2 3 448 X+ 2\ (11 10\ (x + 2\ . (10| _ (11
9. - = - = + =
7 X X 7 X X
. a) [x — 5| < 3 Es un entorno abierto de centro 5 y ra- y rl)tor Iaf.;p?piebdad de_lozndmeros combinatorios re-
— O p——p—p—t—t +—t
2 5 8 10. a) (2 — V2)° =

256 — 1024\/2 + 3584 — 3584\/2 + 4480 —
b) [x — 5| = 3 Es el complementario del entorno ante-

rior. —1792\/2 + 896 — 128\/2 + 16 =
<~ —t+—t+—F—+F——O—t—t+> = —
. L . 9232 — 6528\/2
b) (V3 — V1)’ = 1552 — 8961/3
5
c)[2x = 20[ <5 « [x - 10| < & c) (V6 — V2)° = 176\/6 — 304\/2

75 10 125

1. a) log 2 = log \/_ = %Iog 4 = 0,301

d) |~ 2 2‘ >02 < [x—2[>08 b) log 400 = log(4 - 100) = log 4 + log 100 = 2,602
< , N 43
N 1,2 2 28 c) log 0,64 = |09(1OO) = 3log 4 — log 100 = —0,194
(V20 + 2v19 — V20 — 2v/19)" = 2.y
12. a) A =
=20 + 2\/19 + 20 — 21/19 — a) X2z
— 2\/(20 + 21/19) - (20 — 2\/19) = b) B = (2x — 2y) - (x — 2y)
=40 — 21/400 — 76 = 40 — 36 = 4 ogc= XN _ (x+y°
32'2x—3 32x — 48
Por tanto, \/20 + 2/19 — /20 — 2\/19 = 2 2
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Actividades complementarias

“ Ecuaciones, sistemas e inecuaciones

[ Propuesta A ]

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Sean los polinomios A(x) = 3x*> — 2x + 5; B(x) = x> + 5x — 2 y C(x) = 4x — x* + 2x*> — 6. Calcula:
a) A(x) — B(x) — Cx) b) C(x) — A(x) - B(x) c) B(x) - [C(x) + A(x)]

. Halla el cociente y el resto de las siguientes divisiones de polinomios.

a) (Ax—x*+2x2—6) : (X*+5x—2) b)@Bx—x*+2x°) : (x* —=2x>+ 1) c) (X" + x° + x+ 1) : (x + 1)

Calcula un polinomio P(x) de manera que (2x* — 2x® + 10x%) — P(x) = (2x* + 5) - (x> — x + 2).

. Descompon factorialmente los siguientes polinomios.

a) x* — x* c) x* + 2x* + x e) x* — 4x® + 4x* — 4x + 3
b) 3x* + 30x + 75 d) 12x® — 27x f) x* = 7x* + 14x — 8

Efectia y simplifica el resultado siempre que sea posible.

a a’ — 1 a’+ b b? 1 1 1
Y b)(rx)(7+x>(x+1‘1>

. Halla el valor de m en cada caso, sabiendo que:

a) x* — 3x? + mx es divisible por (x — 1).
b) El valor numérico de 2x* + 5x* — 30x*> + mx — 14 para x = —2 es 2008.

Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado.

X 2x ax 22X 2x + 5 _x+3 5 -2 7x -3 _x—-1
A3+t 5 1515 ) =5 —=2+x-"3 )73 8 2

. Resuelve las siguientes ecuaciones.

a) —25x? + 25x — 4 =0 b) 6x° + 13x*> — 4 =0 c)4x* —5x>+1=0

. Halla las soluciones de las siguientes ecuaciones radicales. Recuerda que al final del proceso debes comprobar cua-

les de las soluciones halladas son verdaderas y cuéles son falsas.
a) x + \Vx = 132 b) 3x+V2x—2 =2V2x—2+23 c)Vx+1+Vx+3=5

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales realizando previamente un cambio de incégnita en los casos que
consideres necesario.

a) 4771 =64 b) 2~ * = 4 c) 3"+ 371 =30

Resuelve las inecuaciones siguientes, representa las soluciones y exprésalas mediante intervalos.
5x — 2 x—8>x+14_ 3x -3 4x+8 «x

_ 2 _ A

a) 3 1 5 2 b) x 5x + 6 <0 c) 5 5 <4 3x
Calcula la solucién e interpreta graficamente los siguientes sistemas.
)2x—y:2 b) 3x — 4y = 12 0) 2x + 3y = 2

—4x + 2y = —4 2x + 3y = 8 —4x — 6y =7
Resuelve los siguientes sistemas no lineales.

8x = y? X2+ 2xy = 24 X—y=9
a){2x—y=8 b){y2+xy=5 c) xy = 90

Resuelve los siguientes sistemas por el método de Gauss.
3x + 2y —z=3 bx + 2y + 3z
a) b)

4
X+y—2z= -5 2x + 2y + 2z =3
2x + y + 3z =16 X+ 2y + 2z = -3

y—2z=2

3x + 2y =5
c)
2x +y + 3z =16

La suma de las edades de tres amigos es 52 afios. Se sabe que Juan y Eva tienen la misma edad y que la suma
de las edades de Eva y de Ana es 35 afios. Calcula las edades de los tres.
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[ Propuesta B ]

10.

1.

12.

13.

14.

15.

Sean los polinomios A(x) = 3x*> — 2x + 5 B(x) = x> + 5x — 2 C(x) = 4x — x® + 2x*> — 6, efectia:
a) B(x) — A(x) + C(x) b) [A(X)F ¢) [BX)* — C(x)

. De una division de polinomios conocemos el cociente C(x) = 2x> — 3x + 1, el resto R(x) = 5x — 7 y el dividen-

do D(x) = 2x* — x® + 4x®> — 3x — 4. ¢(Cual era el divisor?

Se consideran los polinomios A(x) = 5x* — 9x + x* — 18 y B(x) = 9 + x* + 6x. Halla otros dos polinomios C(x)
y D(x) de manera que se cumpla la igualdad A(x) — D(x) = B(x) - C(x) y que grado de D(x) < grado de B(x).

. Halla el m.c.d. y el m.c.m. de los siguientes polinomios.

a) 5x — 10 15x* — 60 3x* — 12x + 12
b) 3x* — 3x° 12x% — 12x2 18x® — 18x

. Efectua y simplifica el resultado siempre que sea posible.

Q
I

X —x—2 xX+2x-8 (x-2)
X+ 3 (x — 2)° x> =1

a)

+ o=

i
@

N

. Se considera el polinomio P(x) = x® — 3x* + kx® + 2x* + tx — 9 y se sabe que al dividirlo entre (x — 3) se ob-

tiene de resto 6. Su valor numérico para x = 2 es P(2) = —9. Calcula los coeficientes k y t, asi como el valor nu-
mérico del polinomio para x = —1.

Resuelve las siguientes ecuaciones.

) Bx+1)-Bx—-1) _ (x—5)-(x+1) n (9 — 1) - (x + 3) +§
9 B 2 18 9
Bx—7)-B+7)  (x—-2)7 (2x + 1)?
b) 6 =T 2 Tt g
. Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado.
a) 10x> + 11x — 6 =0 b) (2x — 1) - (8x + 1) =6 c) 12x* —19x* + 8x — 1 =0

. Resuelve las siguientes ecuaciones radicales. Recuerda que al final del proceso debes comprobar cuales de las so-

luciones halladas son verdaderas y cuédles son falsas.

a)2x — 3 +\V2x+3=6 b)2x — 1 —V6x2 —12x+ 7 =0 ¢)3V3x — 1 =2V3-(2x — 1)

Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.
a) 51log x = 10 b) log(x — 27) = log x — 1

Resuelve las inecuaciones siguientes, representa las soluciones y exprésalas mediante intervalos.

a)2X2+1>2+XJ£8 b)X;1+X;2fXg3<% c)2x* —x—-6=<0

Resuelve por distintos métodos los siguientes sistemas.

)7x+8y=6 b) 6x + 5y = 15 C)x—2y=3
3x + 7y =5 —7x — 11y =3 —3x + 6y =5

Aplicando el método de sustitucion, resuelve los siguientes sistemas de segundo grado.
a) 2x+y=25 b)x—C~}y=4 C)x—6y=—6
2x* + 3xy = 14 y2+ 2xy = —1 2% + y? = 76

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales.

X+ 2y —z=-5 X+ 3y —2z= -6 —X + 3y+ 2z =1
a)ix+4y+z= -5 b){2x — 3y + 5z = c)ix —4y + 3z =15
X+ 3y +z=-3 X+ 3y +2z=0 2Xx —y + 4z = 17

Entre Juan y Pedro tienen cierta cantidad de euros. Si Juan le da a Pedro 100 €, Pedro tendra el doble de dinero
que Juan, pero si Pedro le da a Juan 50 €, los dos tendran la misma cantidad de dinero. ¢Cuéntos euros tienen en-

tre los dos?
Actividades complementarias i | 7




[ Soluciones propuesta A |

.a) Ax) — B(x) — C(x) = x* — 11x + 13
b) C(x) — A(x) - B(x) = —3x*—14x®+ 13x> — 25x+ 4
c) B(x) - [C(x) + A(x)] = —x® + 29x® — x> — 9x + 2

. a) Cociente C(x) = —x + 7.
Resto R(x) = —33x + 8

b) Cociente C(x) = 2x.
Resto R(x) = 3x® + x

c) Cociente C(x) = x? — x® + x7 — x* + x* + 1
Resto R(x) = 0

. Basta despejar:

P(x) = (2x* — 2x* + 10x%) — (2x> + 5) - (x> — x + 2) =
= x>+ 5x — 10

La)xt = x2 =X+ 1) (x— 1)

b) 3x* + 30x + 75 = 3(x + 5)?

c) x* + 2x2 + x = x(x + 1)?

d) 12x* — 27x = 3x(2x — 3)(2x + 3)
e) x* —4x®* 4+ 4x> —4x 4+ 3 = (x — 3)(x — NH(x* + 1)
f) xX* = 7x*+ 14x — 8 = (x — 1)(x — 2)(x — 4)

. a)

a_a-1 _a+b_ b _
b b2 ab a?
_ —a* + 2a°b + a’ + ab® — b*
B a’b?

o (o ol ) -

_ =+ 1) X=Xt x = 1
X X

.aP1)=0=1-3+m=0=m=2
b) P(—2) = 2008 = 32 — 40 — 120 — 2m — 14 =
= 2008 = m = —1075

. a) bx + 6x — 4x = 15 + 22x = —15x = 15 =
= x= -1

b) 6x + 15 =30 + 16x — 5x — 15 = —4x =0 =
= x=0

c)10x—4—-7x+3=4x—-4= —x=-3=
= x =3

—25 = /625 — 400
=

a) x =
-50
R
1_5 2_5
b) 6x* + 13x* — 4 = (x + 2) - Bx* + x — 2) = 0 =
1 2
= X = =2 =75 X =3
C)4x* =X+ 1=Kx+1)-x—1)-4x*-1)=0=
=x =1 x, = —1 -1 S,
1= H = =75 X%="5

9. a) x = (132 — x> = x> — 265x + 17424 = 0 =
= x = 121 (x = 144 falsa)

b) (Bx — 23> =2x — 2 = 9x*> — 140x + 531 =0 =

=>x=9<x=%falsa>

c)2x+3=(5-Vx+ 1) =
= X2 — 146x + 429 = 0 =
= x = 3 (x = 143 falsa)

10. a) 4> " =4 = x = 2
b) 22" =% =27 = 2x* —3x — 2 =0 = x, = 2
1
XQZ—E
0)3‘3*4-—;—-3*:30:3*:9=32=x=2

1. a) 4(6x — 2) — 3(x — 8) > 6(x + 14) — 24 =
= 11x> 44 = x> 4

3

4
b)) x —2)x —3) <0 =2<x<3

Py

2 3

c) 4(3x — 3) — 10(4x + 8) < 5x — 60x =
:27x<92;»x<%
) 92
27

12. a) Tiene infinitas soluciones. S = (A, 2\ — 2) VA € R
Son dos rectas coincidentes.

b) Solucion unica: S = (4, 0). Son dos rectas que se
cortan en el punto S = (4, 0).

c) No tiene solucién, son dos rectas paralelas que no
tienen puntos en comun.

3. a) S, = (2, —4) S, = (8, 8)
b) S, = (=4, —1) S, =(4,1)
c) S, = (-6, —15) S, = (15, 6)
X+2y —2z2=-=5F g |[X+2y—2= -5
14. a) {x + 4y + z = -5 = 2y + 22 =0
x+3y+z=-3E"E-E (y+2z2=2
x+2y—z=-5
= y+Z=O
E—~E-E |y= -2

X+y—2z=-5 =3 +2y—-2=3 =

3 + 2y —z=3 X+y—2z= -5
2x +y + 3z =16 2x +y + 3z =16

E, — E, — 3F, {x+y—222—553_),:—3_52
= -y + 5z =18 =

E, — E, — 2E, —y+ 7z = 26
X+y—8z=-5 x =1

= {—y + 5z =18 =1y =2
2z =8 z=4

_ (g 25 _ _51 94 40
mo-(s 2 ) of-5 % Q)

15. Edades: Juan, x afios; Eva, x afios, y Ana, 35 — x afios.
Por tanto: x + x + 35 — x = 52 = x = 17. Juan y
Eva tienen 17 afios cada uno, y Ana, 18.
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[ Soluciones propuesta B |

. a) B(x) — Ax) + C(x) = —x* 4+ 11x — 13
b) [A(X)]? = 9x* — 12x® + 34x%> — 20x + 25
c) [B(X)]

[
) [BX)? — C(x) = x* + 11x® + 19x*> — 24x + 10

. Como dividendo = divisor x cociente + resto, el divisor
y el cociente se pueden intercambiar siempre que el gra-
do de ambos sea mayor que el grado del resto. Basta
dividir d(x) = 2x* — x® + 4x*> — 3x — 4 entre ¢c(x) =
= 2x? — 3x + 1 y resulta de cociente el divisor busca-
do: x> + x + 3.

. Se divide A(x) : B(x) y los polinomios buscados son el
cociente C(x) = x> — x — 3y el resto D(x) = 18x + 9.

.a)5x — 10 = 5(x — 2)

15x2 — 60 = 15(x + 2)(x — 2)

3x? — 12x + 12 = 3(x — 2)?

m.cd. = (x — 2); m.cm. = 15(x + 2)(x — 2)?
b) 3x* — 3x® = 3x3(x — 1)

12x% — 12x2 = 22 - 3 - x*(x — 1)

18x° — 18x = 2 - 37 - x(x + 1)(x — 1)

m.c.d. = 3x(x — 1) m.cm. = 36(x + 1)(x — 1)x°

. a)

><2—)<—2'x2+2x—3‘(x—2)2:1
X+ 3 (x —2) X =1
L1
b) a _(a+1)-a_a+a
1_£+l2 (@a—1) a—1
a a

{P(3)=6 {243—243+27k+18+3t—9=6
. = =

P(2)=—-9 32—-48+8k+8+2t—9=-9
- 9/(—t=—1=> k= —1
4k +t = 4 t=28
P(—-1) = —18
L a) 2(9%x* — 1) =

=9(x> —4x —5) + X+ 26x — 3 + 16 =
= —2=-10x — 32 =x = -3

b) 2(9x? — 49) =
= 6(x* — 4x + 4) + 3(4x* + 4x + 4) =

o125
12
—11 = /121 + 240
.a)x = =
20
2 3
=>X1=§ X2_—§
-1 =141+ 168
b)6x? = x—-—7=0=>x= ——"7——""—" =
12
7
=X =3 X, = —1

c) 12x°—19x*+8x—1 = (x—1) - (12x* = 7x+1) =

1 _ 1
3%°7

=0=x=1x= 7

9.

10.

11

12.

13.

14.

15.

a)2x+3 =9 - 2X?=2x> —19x + 39 =0 =
= x = 3 (x = 6,5 falsa)

b) (2x — 1) =6x> —12x + 7 =

= x> —4x+3=0=x=1 x=3
)9 -Bx—-1)=12-(2x—1) = 3x = -3 =
= (x = —1 falsa) La ecuacién no tiene ninguna so-

lucion.

a) log x = 2 = log 100 = x = 100

b) log(x — 27) = log x — log 10 = Iog(%) =

= X -
=>x—27—10=>x 30
a) x > 11 o >
b) 5x — 5 < 59 = x > 2% ‘ 7
5 5
c)(x—2)-(2x+3)=<0= s 2
_§< 2 2
= 2\X
(2 17\ e (180 123} oo
a) S_<25, 25) b)S—(31 Y ) ¢) Sin solucion
a) y=5—2x =
2x* + 3x(5 — 2x) = 14
= —4x* + 15x — 14 =0 = S, = (2, 1),
7 3
32:(2'5)
X =4+ 3y
b){yz+2y-(4+3y)=—1:>
=>7y2+8y+1:O=>Sw=(§,—%),

S, = (1, —1)

2 (6y — 6) + y* =76
= 73y" — 144y — 4 = 0 = S, = (6, 2),

_(_45% _ 2
S2‘( 73" 73)

X+2y—2z=-5 fE-F
a)ix+ 4y + z= -5 =
Xx+3 +z=-3 E—-Ek-F
X+2y—-—2z=-=5 g _fF-fg [x=-1
=312y +2z=0 = z=2
y+2z=2 y= -2
S = (-1 -2 2
b) S = (=1, =1, 1)
c)S=(2 —-1,3)
Pedro tiene x €, y Juan, y €.
x+100=2(y—100)=> x—2y=—300=>
x — 50 =y + 50 x —y =100
x = 500 €
y = 400 €
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Actividades complementarias

“ Trigonometria

[ Propuesta A ]

10.

11.

12.

13.

. Simplifica todo lo que puedas la siguiente expresion trigonométrica:

Con ayuda de la calculadora cientifica, halla las siguientes razones trigonométricas expresandolas con cuatro deci-
males.

a) sen 32° c) tg 17° e) sec 153° g) sen 23° 15’ i) tg 133° 43’ k) sec 121° 32’ 33"
b) cos 43° d) cosec 213°  f) cotg 320° h) cos 47° 32’ j) cosec 34° 43’ 12" l) cotg 2° 2’ 2"

. Con la ayuda de la calculadora cientifica, halla los angulos « positivos y menores de 27 rad y tales que:

a)sena = —0,42 b)cosa =04 c)tga = —125 d)coseca = 1,34 e)seca = 1,35 f) cotga = —1

Halla, sin utilizar la calculadora, las restantes razones trigopnométricas de los angulos:

2
a) 90° < a < 180° COSOL=—% b) 270° < B < 360° tgB = —

V3
3

cos a + cos b
sen(a + b) - sen(a — b) °

cos' a — sen* a
Ccos 2a — sen 2a

Sabiendo que sen a = h, y que 0 < a < 90° calcula en funcién de h el valor de

L .- 4 3
. Resuelve la ecuacion trigonométrica sen x + —Co0s® x =

3 P

Para los siguientes triangulos rectangulos, calcula el valor de las incognitas indicadas.
a) Datos: a = 12 cm, b = 13 cmy B = 90°; Incognitas: c, A y C.
b) Datos: a = 16 cm, A = 36° y B = 90° Incognitas: b, ¢y C.

La sombra de una torre, cuando los rayos del sol tienen una inclinacion de 42°, mide 12,5 metros. Calcula la altura
de la torre.

Resuelve los siguientes triangulos.
a) A =30° b =230cm, S= 150 cm? bya=11cm, b=8cm, A = 30°

En el triangulo ABC, los lados miden: a = 13 m, b = 14 my ¢ = 15 m. Halla:
a) Los angulos A B y C d) El area del triangulo
c
2

b) La tangente del angulo e) El radio, r, de la circunferencia inscrita al triangulo

c) El seno del angulo C f) El radio, R, de la circunferencia circunscrita al triangulo
Calcula el radio de la circunferencia circunscrita a un heptagono regular de lado 10 cm.
Calcula el area de un triangulo isdsceles sabiendo que la altura mide 10 cm y que el angulo desigual es de 80°.

Desde un punto P situado a 10 cm del centro C de una circunferencia de radio 8 cm se trazan las dos tangentes a
la misma, siendo A y B los dos puntos de contacto de las tangentes. Determina:

a) El angulo que forman las dos tangentes entre si. A
b) La distancia del punto P a los puntos de tangencia. A‘

P
c) El drea del tridngulo ABC. ‘

B
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[ Propuesta B ]

10.

11

12.

13.

. Simplifica todo lo que puedas la siguiente expresion trigonométrica:

Con ayuda de la calculadora cientifica, halla las siguientes razones trigonométricas expresandolas con cuatro deci-
males. Los angulos estan dados en radianes.

a) sen 2 c) tg 4 e) sec 6 g) sen 2,5 i) tg 4,5 k) sec 3,25
b) cos 3 d) cosec 5 f) cotg 1,5 h) cos 3,5 j) cosec 5,5 l) cotg 4,75

. Con la ayuda de la calculadora cientifica, halla los angulos positivos y menores de 360° y tales que:

a) sena = 0,32 b)cosa = —043 c)tga = 1,05 d)coseca = —1,1 e)seca =2 f)cotga = —2

Halla, sin utilizar la calculadora, las restantes razones trigopnométricas de los angulos:

w

a) 90° < o < 180° sen o = —= b) 180° < B < 270° 1g B =

\7

4

. b
. Demuestra que sitg a = Py entonces es acos 2a + bsen 2a = a.

cos(2a — b) — cos(2a + b)
sen(2a + b) + sen(2a — b) °

. Resuelve la siguiente ecuacién trigonométrica: cos x = cos 2x.

Calcula el valor de las incégnitas indicadas en los siguientes triangulos rectangulos.
a) Datos: a = 8 cm, b = 15 cm, C = 90°. Incognitas: c, A y B.
b) Datos: b = 25 cm, C =73 45', B = 90°. Incognitas: a, c y A

. Desde un punto situado a 10 m de un edificio, una persona que mide 180 cm ve el extremo mas alto del mismo

bajo un angulo de 43°. Calcula la altura del edificio.

. Resuelve los siguientes triangulos.

a)a=12cm, b= 15cm, C = 35° b)a = 10 cm, B = 30°, C = 50°

Las medidas de los lados de un triangulo son 10, 20 y 25 cm, respectivamente. Calcula la longitud de la mediana
de dicho triangulo que parte del angulo mayor.

Desde un cierto punto del suelo se ve la copa de un pino bajo un angulo de 45° Si nos alejamos 2 m hacia otro
punto del suelo, alineado con el anterior y con el pie del pino, vemos la copa bajo un angulo de 25° Calcula la al-
tura del pino.

Desde los extremos Ay B de un lado de un pentagono regular se trazan las diagonales hasta D
el vértice opuesto D, formando un triangulo isdsceles ABD. Halla el area del tridngulo sabiendo
que el lado del pentagono mide 5 cm.

En el triangulo ABC, los lados miden: a = 24 m, b = 28 my ¢ = 36 m. Halla:

a) Los angulos del triangulo. d) El area del triangulo.

b) La tangente del angulo —-. e) El radio, r, de la circunferencia inscrita al triangulo.

| O)

c) El seno del angulo C. f) El radio, R, de la circunferencia circunscrita al triangulo.
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[ Soluciones propuesta A |

. a) 0,5299 e) —1,1223 i) —1,0458
b) 0,7314 f) —1,1918 i) 1,7557
c) 0,3057 g) 0,3947 k) —1,9116
d) —1,8361 h) 0,6752 I) 28,1587
a) a = 3,58 ¢ 5,85 rad d) a = 0,84 6 2,30 rad
b) a = 1,16 6 5,12 rad e) a = 0,74 6 5,55 rad

c) a = 2,25 ¢ 5,39 rad f) « = 2,36 6 5,50 rad

.a)sena:+/1—%:¥v
7 (3| Vi
a=-"3\"3)=""3"
COtga:—@,SeCa:—¥,COSGCa:3—\7/?
_ .3 _ 2/ B
b)sec B =+ [1+g=—5—,c08p= ",

cosec p = —2

cos a + cos b
" sen(a + b) -

sen(a — b)

cos a + cos b
(sena cosb+ cosa senb)-(sena cosb — cosa senb)

cos a + cos b
sen’a cos’b — cos’a sen’b

_ cos a + cos b _
cos?b — cos?a cos?b — cos?a + cos?a cos’b

-~ cos a + cos b _ 1
cos b — cos a

(cos b+ cos a)-(cos b—cos a)

cos* o — sen* a
" cos 2a — sen 2a

(cos® @ + sen® a) - (cos® a — sen* o)

T cos?a — sena — 2 sena cosa
1 — h — K 1 — 2K

1—h—-h—2h 1—2h*—2h

11— 1- 1P

4 3
.senx+§co§x:§=>6senx+80032x=9=>

= 6senx + 8(1 —sen’x) =9 =
=6senx+8—-8sen’x — 9 =0=
= 8sen*x—6senx+ 1=0 =

6+\86 32 6+2 3+1
= Sen x = 16 = 16 = 3 =
senx =+ = x=T 4 2km  x=2T 4 okm
_ 2 6 ' 6
senx:%=>x~0,25+2kﬂrr,xz2,89+2kfrr
ke z
a) c = \Vb? — a2 =1/169 — 144 = 5 cm
cos C =2 =12 L & o037 1om

b~ 13
A =090 - C = 67°22" 49"

o_ @ _ 16 _
b) sen 36° = b= b = sen 36° 27,2 cm
o_ @ __16 _ .
t936_c=>c_tg36° 22 cm;
C=90 - A =54
8. Del dibujo resulta:
o __ L h
tg 42° = 25 =
A\

10.

11.

12.

13.

= h =125 -1g 42° = 1126 m

«~—12,5m—

2—SA=QOcm,
b - sen A

a? =30+ 20> — 2 - 30 - 20 - cos 30° =

= a = 16,15 cm

302 = 16,152 + 20 — 2 - 16,15 - 20 - cos B =
— cos B = 0,9289 = B = 111° 44’ 9",

C ~ 38° 15" 51".

a) c =

8 sen 30°

1 =0,3636 =

b) asenB =b senA = senB =

12 B = 158,68° imposible ya que A + B > 180°

22 B =21,32° = C = 180 — (A + B) = 128,68°
~ =~ _ 8s5en128,68°

csenB—bsenC:C—isenm’320 =17,18 cm

~_a+b>-c”_ 5 PPV

a) cos C = 2ab 13=>C~67 22' 48

~ b?+c?*—a’> 3 N~ re 9 Ao

cos A = b = ¢ = A =537 49"

B = 112° 37" 12"

c 1 —cos C 2

b) tg| = + [ = =
)9(2) V1+cosC 3
2

c)sen6=V1—00326=1—

13
d)S=%absen6=%-13-14-%=84cm2
e)8=w=r=$=4cm
=22 Copg-18 1105 _gi5em
o =380 _ 950 40 517 = f = ~ 11,52 cm

14 sen a

Sea 2x la medida de la base, entonces:

tg 40 = = x = 8,39 cm =

X

10

2x - 10
2

~ 83,9 cm?

= S =

a) sen(%) = % = P ~ 106° 15’ 37"

b) AP = \/10* — 8 = 6 cm 4
_ AC? - sen(180 — P) A‘\

C) Sior = 5 = ",
64 - sen(73,74°) 5

— — 2
= 5 30,72 cm
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[ Soluciones propuesta B |

. a

=b-cos€z7cm;c=b-sen6z24cm

) 0,9093 e) 1,0415 i) 4,6373 b) a
b) —0,9900 f) 0,0709 ) —14174 A = 16° 15
c) 1,1578 0,5985 k) —1,0059 o
) 9 ) 8. Del dibujo se deduce:
d) —1,0428 h) —0,9365 ) —0,0376 h_ 18 ’
tg43°=T’=>h=11,13m 5
) o = 18° 39" 47" 6 161° 20’ 13" s
b) a = 115° 28" 3" ¢ 244° 31’ 57" Tsm |
) a =~ 46° 23’ 50" § 226° 23’ 50" —10m—
d) a = 245° 22" 48" 6 294° 37’ 12" =
) o © 9.a)c=\/a2+b2—2abcosC=8,61cm
e) a = 60° 6 300° be 4 o7 — g2
f) a ~ 153° 26' 6" é 333° 26’ §” cos A = T = 0,60 = A = 530 5 16" =
= B = 91° 54’ 44"
a) cos 1 4 21 tg 2 2\/5
. o= — - = ———= o=——==——F7
7 7 3 3 o o _ 10 - sen 30 _
V3 b) A = 100°, b= —_ais= = 508 cm,
RE _ Vet V7 10 - sen 50
cotg a = —5 . seca = 3 cosec a = —5— C—W— 7,78 cm
0 o ) 5 4 ) . .
b)sec’ B =1 +1tg° B = sec B = — C0s B = 5 10. Sea m la medida de la mediana. Aplicando dos veces
el teorema del coseno:
sen B = 3 cosec B = ] cotg B = 4
= y = y = 2 _ 2
S 8 3 m= 1004125 —2-10-12,5- 22 H10°=20° g6 oy
2-25-10
- COS a \/ 1+ tg a A /—a T b? 11. Sea h la altura del pino y x la distancia del pie del pino
- al primer punto:
sen a = = _h
a =Cosa-tga = = tg 45 =—
\/a +b X = h=x=~1,75m h
2 _ e tg 25 = 51 x 250 45°
Ccos 2a = sz 2 X
= a +b" . 5 cos 2a + b sen 2a =
2ab
sen 2a = ——— P 1 D
a~+b 2. B=72"=h=5-72°~769cm
_a® — ab® + 2ab?* _ a(a® + b? _
- a? + b2 T a2y pr @ S=%%19,24cm2 E ¢
cos(2a — b) — cos(2a + b) _
" sen(2a + b) + sen(2a — b) A B
~_cos2a cosb+sen2a senb—cos2a cosb+sen2a senb
" sen2a cos b + cos 2a senb + sen2a cos b — cos 2a senb ~ a2+ p? -2 1
3. a)cosC=—F—"=7—7 = C ~ 87° 16’ 14"
_ 2sen2asenb — tab 2ab 21
~ 2senzacosb 9 Gobitct-at 47
cos A = 2bc 63
. COS X = COS 2X = COS X = c0s®> X — sen’ x = = A ~ 41° 45’ 8" B = 50° 58’ 38"

= cos X = cos’ x — 1 + cos®? x =

= 2cos’x —cosx —1=0 tg _+/1_COSC /
+ 3 1+ cos C

cosx=14 =
\/44
cos x =1 = x=0 + 2km senC V1 — cos? C = ~ 0,999
=
cosx=—l=>x=2—ﬂ+2k~rrx—4—+2kw 1 ~ 1
2 3 3 d)S=7absenC~-24-28-0999 = 33566 cm’
ke Z
rla+ b+ ¢) 25
e)S=—7—""+=r=—"F——=763cm
a) c =Va2+ b?=1/64 + 225 =17 cm ) 2 at+b+c
o) b 15 o) o ' "o~ o At " a'b‘C 242836
B=—=-— =B~ 61 . C ~28°4" 21 =4 2°'° = £ 290
tg 5 g = 61° 55" 39"; C 8 f) S iR = R 4 - 33566 18,02 cm
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Actividades complementarias

“ Vectores

[ Propuesta A ]

10.

11.

Se consideran los puntos A(1, 1), B(2, 2), C(4, 0), D(4, 5) y E(1, 5).
a) Representa los vectores fijos AB, BC, CD, DE y EA.

b) Determina sus coordenadas y calcula sus modulos.

c) Si consideramos los vectores fijos AB, BC, CD, DE y EA como representantes de los vectores libres T, v, W, X, e
y, respectivamente, calcula & + Vv + W + X + y vy justifica gréficamente el resultado.

. a) Si Pes el punto P(—1, 2) y = PQ(5, 3), calcula las coordenadas del punto extremo Q.

b) Si el punto extremo del vector AB = (—2, 6) es B( —2, —4), calcula las coordenadas del punto origen A.

Con los puntos A(3, 1), B(—1, 2), C(=3, 0) y un cuarto punto D se pueden formar tres paralelogramos distintos. Cal-
cula las coordenadas del punto D y las del centro del paralelogramo en los tres casos. Expresa el area del triangu-
lo formado por los centros de los tres paralelogramos en funcion del area del triangulo ABC.

. Calcula la medida de los lados del hexagono de vértices A(2, 1), B(1, 2), C(—1, 2), D(—2, —1), E(—1, =3) y F(2, —2).

. Efectua las siguientes operaciones con vectores.

a) (5, =3) + (=3, —1) d) 3[2(=2, 3) + (=2)(3, —4)] + (-1, —2)
b) (1, 2) + (—2)(3, 4) + (=3)(5, —6) e) (—2)(8, =3) + 3(—3,3) + (1, 0)
0) (=2, 4) + (=12, —1) + (=1)(=3, ~4)] 0 519+ (-2(3 )

. Calcula el producto escalar de los siguientes vectores.

a)l=(34) 7V=1(25) b)T = (-24) V=(2 —1) c)u=(-3 -4 v=(20)

Calcula un vector unitario y que sea ortogonal a U = (15, —8).

. Calcula dos vectores, @ y b, de médulo igual a 5y que sean ortogonales a U = (—1, —2).

. Calcula la medida de los lados y de los angulos del triangulo de la figura..

QP* II =<
>

Expresa el vector U = 2f — Sf como suma de un vector que tenga la misma direccion que & = (3, 1) y de otro
que sea perpendicular a este ultimo.

Completa la siguiente tabla.

14 ﬂ'l Actividades complementarias



[ Propuesta B ]

10.

1.

. Dados los vectores de la figura, indica las coordenadas de cada uno de ellos y 7 -
decide cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cuéles falsas. E 1 g
a)a=m d)l’_ﬁZ—E Q)EZ—H il z i K
b)b = & e)f=g hyg=d -

)¢ = —n ) c=-p ) A=p e

. Dados los vectores de la figura, calcula el resultado de las siguientes operaciones. Y :
au-v+u-w "* —-
b)u-(V+w) —wW- (U -V o

c)u - (2v + 3w) — w - (30 — 2V)

. En cada uno de los siguientes casos, calcula las coordenadas del vector de origen el punto A y extremo el punto B.

a) A(2, 3) y B(4, 5) b) A(—1, 2) y B(4, —=3) c) A(=2, —4) y B(—4,5) d)A(=2 3)y B(-2, 4)

. Con los puntos A(—2, 4), B(1, 6), C(5, 0) y D(3, —8) se forma un cuadrildtero irregular (trapezoide). Comprueba gra-

fica y vectorialmente que con los puntos medios de cada lado se forma un paralelogramo. ¢Ocurrird lo mismo con
todos los cuadrilateros que formemos? Compruébalo con otro ejemplo y demuestra con vectores que esta propiedad
siempre se verifica.

. Calcula los angulos del cuadrildtero cuyos vértices son A(2, 2), B(2, 4), C(—1, 1) y D(—1, —=1).

. Calcula el modulo de los siguientes vectores.

a) T = (3 4) b) V = (—6, 8) ) W = (—24, —32)

Calcula un vector unitario y que tenga la misma direccién y sentido opuesto que U = (16, —30).

. Expresa el vector X = i + j como combinacion lineal de los vectores U = 2i —j y V = 3i — 2j.

. El vector T = (—1, 2) lo hemos descompuesto como suma de dos vectores, uno de ellos en la direccién del vector

-

X = (=3, 2) y el otro en direccion perpendicular al vector ¥y = (1, 2). Averigua cuéles son esos vectores.

Completa la tabla siguiente.

|@| |¥| o(d, V) cos a u-v
2 3 60°
1 5 -5
\/§ 45° 3
4 _ﬁ —1
2

Tres de los vértices del paralelogramo ABCD son los puntos A(=5, 4), C(7, 1) y D(—1, —3). Determina:

a) Las coordenadas del cuarto vértice B.

b) La longitud de los lados del paralelogramo.

c) La longitud de las diagonales.

d) Las coordenadas del centro del paralelogramo
e) Los angulos del paralelogramo.

f) Los angulos que forman sus diagonales.

g) El area del paralelogramo.
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[ Soluciones propuesta A |

L a) OAE = (1) IABl=VZ  6aT-T-(@4)(25)-6+20-2
S BC = (2, —2) |BC| =1/8 b)T -V =(-24) (2 —1)=—-4—4=-8
2 CD = (0,5) |CDl=5 Q)T -V=(-3-4)-(20 = -6

(-3,0) |DE| =3
= (0, —4) |EA|l =14

-

7. El vector Vv = (8, 15) es ortogonal a & = (15, —8),

c)u+ v+ W+ X+ y = (0 0).El origen del primero yaque U - V=120 — 120 = 0.
coincide con el extremo del ultimo.

Para obtener un vector en la direccion de vV y que sea

. unitario, basta dividir v por su médulo:
2.a)d=p [PQ] = -
=12 6.9 - (49 = o) L= ) - (BB

1% Ve + 157 \/g? + 152

bya = b - [AB] =
= (-2, —-4) - (—-2,6) = (0, =10 A0, =10 _ R
= (= )= )= ) = Al ) 8. Un vector ortogonal a & = (=1, —=2) es X = (2, —1).
N X 10 -1
3. a) Paralelogramo AD,BC Los vectores buscados son @ = 5|—7(—| = (—\/g —\/§>
Si se toma D,(x, y), entonces AD, es equipolente a v b = _51 _ (=10 1
CB = (x—3y—1)=(22) = D5 3) Xl (V5 B
El centro es el pun- Y|
to medio de la dia- . T 9. A(~2, 3): B(—3, —2): C(4, 2)
gonal AB: M(1 §) Dy ;51’
2 et AB = (-1, —5); d(A, B) =1 + 25 =1/26
: BC = (7, 4); d(B, C) = IBCI =\/49 + 16 = /65
b) Paralelogramo AE;DZC - CA = (=6, 1); d(C, A) = |CAl = /36 + 1 = \/37
Con D,(x, y), es AB equipolente a CD, =
= (_4| 1) = (X + 3: )/) = Dz(_7, 1) CcoS ,/4\:003(,4_) A_> AB - Ai = —6+5
El centro sera ahora el punto medio de BC: N(—2, 1). 4B - |AC] V26- V37

= —0,032 A =~ 91° 50" 51",
¢) Paralelogramo AD,CB -

D,(x, y), sera AB equipolente a D,C = BA - BC 27
cos B = cos(BA, BC) = — =
= (=4,1) = (=8 = x —y) = D, (1, —1) BA| - [BCl  V26-1/65
El centro es el punto medio de AC: P( %) = 0657 = B = 487 56" 43",

C =180 — A — B =~ 39° 12’ 26".

Suwe = ZSABC

10. Sea @ = (3, 1)

4. 2B = |AB| =V — 27+ (2 - 12 =12

Un vector b perpendicular a § es b = (—1, 3)

BC = |BCl = V(-1 -1 + (2 — 27 = V4 =12
— —— U=(2 -3 =N31)+ u-1,3)=@Br—mw A+3
CD=|CD|=\/(—2+1)2 (=1 — 2y \/T u ( ) ( ) w( ) =( % p) =
_ |PEl = BN —p =2 _ 3 _ 1
= |DE| = V(-1 + 22+ (-3 + 12 =\/5 :{)\+3M=_3=)\—10 T
E_F’=|E_F’|=\/(2+1)2+(2+32—\/_ , -~
—):|Fﬁ)|:\/(2_2)2+( 2_1)2_\/_:3 Portanto,u=Ea—Bb

5.a) (5 —3) + (=3, —1) = (2, —4)
b) (1, 2) + (—2)(3, 4) + (=3)(5, —6) = (20, 12)
) (=2,4) + (=12 =) + (=1)( =3 -4)] = (-7.1)
d) 3[2(—2, 3) + (=2)(3, —4)] + (1, —2) = (=31, 40)
e) (—2)(8, =3) + 3(=3, 3) + (1, 0) = (~14, 15)

=(1,1) v=(-11)

@=(4-3) V=(-1,0)
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[ Soluciones propuesta B |

Q|

= (0, 2) b =(31) c=(2 -1)
= (-2 -1) &=@31) f=@1
g=(-2-1) h=(3-1) K=(0 -4
m=(0 -3 A=(-21 p=(@2-1
(Verdadero: V; falso: F)
a)ya=m F dm=-k F gb=-hV
b)b =8 V ef=g F hg=d V
cgc=-n VvV fyc=-p F In=p F
a) AB = (2, 2) c) AB = (-2, 9)
b) AB = (5, —5) d) AB = (0, 1)
. Si suponemos que los puntos son FY
Alay, &), B(by, by), C(cy, ¢,) y D(d,, dy), A
los puntos E, F, Gy H son: NS
\¢ \
Eau+b1 a,+ b, Fb1+c1 b, + ¢, 3\ \\\/x
2 7 2 ) 2 2 ) / \/
d d d a \ /G
¢ td C+a ata atad \ '/
G( 2 2 ) H( 2 2 ) b
Y de aqui, es inmediato comprobar que los vectores
‘_01_31 C, — & O~ _ Ci —a C — &
EF—<2 , 2)HG—<2 ,—2)

son equipolentes, con lo que se demuestra que esta pro-
piedad siempre se verifica.

.AB=(0,2) BC=(-3,-3) CD=(0, —2) DA=(3,3)
Por tanto, se trata de un paralelogramo.
~ —_ AD - AB - 2
cos A =cos(AD, AB) = AD-AB __ =6 _ \/7=>
|AD|-1AB|  2\/18 2
= A =C=135 B =D = 45°
. De la figura resulta T = (4, 2), V = (4, 4), W = (—1,3)
ayu-v+Uu-w=
= (4,2)(4, 4) + (4, 2)(—1,3) =24 + 2 = 26
byag-(vV+w —w-(@-V) =

= (4,2)3,7) — (=1,3)(0, —2) = 32

Ae)
<L

(27 + W) — W - (37 — 27) =
(4, 2)(5, 17) —(=1, 3)(4, —2) = 64

U = V32 + 42 = /25 =
|V] = V(=6) + 82 = \/100 =
c) |W| = V(—24)* + (—32)" = \/1600 = 40

. Para obtener un vector en la direccién de U y que sea
unitario, basta dividir U por su modulo, y para que ten-
ga sentido contrario se multiplica por (—1):

—7 1 8 15
— = ——————(~16,30) = (—W, 1—)
U] 167 + (—30)2

8. X=al +BV =17 +]=a@2 —]) +pGI—2)=
+ a

= (20 + 3B) + (—a - 2B) =
200 + 3B = 1 a =25
—a—-28=1"|B=-3

9. El vector W = (2, —1) es ortogonal a ¥, asi:

—1=—3a+232>{a
2=2a—-B B

-

t=o¢)7+[3W=>{

Los vectores son: 3X = (—9, 6) y 4W = (8, —4).

10. BEF 7] of@,¥) cosa G-V
2 3 60° § 3\/3
1 5 180° -1 -5
\3 V6 45° % 3
Viz N
ETH 4 150 5 —1
1. a) Si B es el punto B(x, y): Y B
AB es equipolente a DC = n A/
= (x+5 y—-4)=(8 4) = R AN
41/ A
= B(3, 8) con lo que o ~
. /
= (8, 4), AD = (4, —7)
b) |AB| = |DC| = V/80 = 4\/5
|AD| = |BC| = /65
c) AC = (12, -3); |AC| = \/153
DB = (4, 11); |DB| = \/137
d) Punto medio de AC: N(1, %)
e) cos A = AB - AD 4 = 0,055 =
|AB| - |AD] 4\/5 -1/65

A =C ~ 86°49 13" =
B=D=180°— A ~ 93° 19’ 47"

f) cos & = AC - DB = 15 =
AC \/153 - \/137

|AC| - |DB]
— 5 = 89° 36' 15

9) S = |AB| - |AD| sen A =

= 4\/5 - \/65 - sen(86° 49’ 13") = 720>
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Actividades complementarias

“ Geometria analitica plana

[ Propuesta A ]

10.

11.

12.

. Calcula el punto de interseccion de las siguientes rectas.

a)r:2x+y=20 b)r:i2x —3y+7=0 c)ri—2x+3y+17 =0 drry+8=0
. Decide en cudles de los siguientes casos los puntos A, By C estan alineados y en cudles forman triangulo.
a) A(—-1, =5) B(0, =3) C(-2, —=7) b) A(1,2) B(2,7) A(-1,3)
. . X = -2+ 3t _ _
Tenemos una recta de ecuaciones paramétricas y=1_—5t Parat = —2 y para t = 8 obtenemos dos puntos que

. Halla el angulo que forman los siguientes pares de rectas.

. Calcula el valor de k para que la recta —2kx + (3k — 2)y — k = 0 pase por el punto A(—1, 5).

. Dadas las rectas r: 3x — y + 5 =0y s: 2x + 3y — 4 = 0y el punto P(3, 4):

Calcula la ecuacion vectorial, las ecuaciones paramétricas, la ecuacion general y la ecuacion explicita de la recta r
en los siguientes casos.

a) r pasa por el punto A(—1, 3) y tiene como direccion la del vector 7 = (=3, —2).
b) Pasa por los puntos A(—1, 3) y B(—3, 4).

c) Pasa por el punto A(—3, 4) y su pendiente vale m = 2.

d) Corta los ejes coordenados en los puntos P(0, —3) y Q(4, 0).

a) 2x+ 3y —5=0 b) —2x+ 4y — 12 =0 )3x+4yf7=0 d) 7x + 13y — 33 =
—4x + 3y +1 =0 X+3y —4=0 —4x + 3y + 26 =0 =

Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(2, —3) y es paralela a la recta r en los siguientes casos.

son los extremos del segmento AB. Calcula:

a) Las coordenadas de los puntos Ay B.

b) La longitud del segmento AB.

c) Las coordenadas del punto medio del segmento AB.

d) Las coordenadas de otros cuatro puntos M, N, Py Q que dividen el segmento en cinco partes iguales.
e) ¢Para qué valor del parametro t se obtiene el punto de corte de la recta con el eje de ordenadas?

-2, _ _
r'x+y-5=0 o) Y =3 1 C)r:{x—Z—St

$:3% —y—1=0 Siy=-x+8 y = =5t
S:d4x — 7y —6 =0

a)

Dado el triangulo de vértices A(3, 1) B(2, —2) C(0, 0):
a) Calcula las coordenadas de su baricentro.

b) Calcula las ecuaciones de las rectas que pasan por el baricentro y son paralelas a cada uno de los lados del trian-
gulo.

c) Escribe la ecuacion del haz de rectas cuyo vértice es el baricentro del triangulo.

a) Calcula la suma de las distancias que separan a P de cada una de las rectas.
b) Calcula la distancia que separa a P del punto de corte de ambas rectas.

Calcula las coordenadas de un punto situado en el eje de ordenadas y que equidiste de los puntos que tienen
por coordenadas A(2, 1) y B(4, 5).

Calcula las coordenadas de un punto que pertenezca a la recta r: x — 2y + 3 = 0 y tal que la distancia que le
separa del punto P(6, —1) sea igual a 5 unidades de longitud.

Se considera la recta que tiene por ecuacién r: x — y + 4 = 0 y los puntos gue tienen por coordenadas A(O, 7) y
B(3, 2):

a) Calcula la ecuacion de la recta s que pasa por Ay por B.

b) Calcula las ecuaciones de las bisectrices determinadas por las rectas r vy s.
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[ Propuesta B ]

1

10.

1.

12.

. El punto P(5, 10) se refleja sucesivamente en las rectas r: x — y = 0y s: Y .

Calcula las ecuaciones vectorial, paramétricas, general y explicita de la recta r en los siguientes casos.
a) Pasa por el punto A(2, 0) y tiene como direccion la del vector 7 = (1, 2).

b) Pasa por los puntos A(4, 2) y B(1, 4).
c) Pasa por el punto A(5, —4) y su pendiente vale m = —%
d) Corta los ejes coordenados en los puntos P(0, 5) y Q(2, 0).

. Comprueba si las siguientes rectas son secantes, paralelas o coincidentes. En el caso de que sean secantes, calcu-

la el correspondiente punto de corte.

2x+3y—1=0
X y21 ){x+2y—3=0
—7x—2Y L os =0 —-2x+ 4y —-6=0

2x+3y —5=0 —2x+ 4y — 12 =0
a){—4x—6y+1=0 b){3x—6y+18=0 C){ !

Calcula el valor de k para que la recta x + (1 + k)y — 3 — k = 0 forme con los ejes coordenados un triangulo de
cuatro unidades cuadradas de area.

. Calcula las ecuaciones de las medianas del triangulo de vértices A(1, 2) B(2, 7) C(—1, 3).

. La pendiente de una recta es m = —% y su ordenada en el origen es n = 13.

a) Escribe la ecuacion explicita de la recta.

b) Determina dos puntos de la recta de coordenadas enteras.

c) Transforma la ecuacion y escribe la ecuacion general con coeficientes enteros.
d) Indica un vector director de la recta.

e) ¢Qué angulo forma la recta con el eje positivo de abscisas?

. Demuestra que las siguientes rectas son paralelas y calcula después la distancia que las separa.

. _ o= Jx=2 =2t
rr2x+y—2=0 s'{y=—1+4t

Sim > 0y la recta determinada por los puntos A(m, 4) y B(1, m) tiene pendiente m, determina el valor de m, los
puntos A, B y la ecuacion general de la recta.

x — by + 4= 0, es decir, hallamos el simétrico de P respecto de ry luego el simé-
trico de P’ respecto de s. Calcula las coordenadas del punto P”.

La composicion de las dos simetrias equivale a un giro de centro C y angulo de giro
a. Calcula las coordenadas de C y el valor de «a. —

n

. El baricentro de un triangulo es G(4, 5). Si el punto medio de un lado es M(1, 3) y uno de los extremos de ese lado

es B(3, —6), determina las coordenadas de los otros vértices y los angulos del triangulo.

Halla la ecuacion general de la mediatriz del segmento de extremos A(3, —4) y B(1, —8). ¢A qué distancia del ori-
gen de coordenadas se encuentra la mediatriz hallada?

Calcula las proyecciones ortogonales de los puntos A(5, 3) y B(1, 4) sobre larecta r: 3x + y — 3 = 0.

Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(7, 1) y dista 2 unidades del punto Q(1, 5). ¢Cuantas solu-
ciones tiene el problema? Represéntalo graficamente.

Actividades complementarias i | 19




[ Soluciones propuesta A |

S _ a x=—-1-23t
1 a) X =(—1,3) + (-3, 2)=>{y:3_2t =
Xj31 —y__23:2x—3y+11—0=>
_2, .11
=y 3x-i-3

=y=—-x+1
c)y—4=2kx+3) =
=2 -y+10=0=X=

y=2x+ 10 =

- X =1
y =10 + 2t

X _ Y _ _3, _
d)4 3 1=y 7X 3 =
=3x -4y —12=0=X= (0, —=3) + t(4, 3) =
- X = 4t
y= -3+ 3t
2x + 3y =5 2x + 3y =5 X =1
2 ){4x—3y=1©{6x—6 ©{y:1’P(1’1)

) 12x + 16y = 28 - 12x + 16y = 28
—12x + 9y = —78 25y = =50

{x

<=

y

d) 28x + 52y = 132 - 28x + 52y = 132 -
—28x + 21y = 14 < |73y = 146

- [

.a)rr2x+y—1=0
b) r:2x — 3y — 13 =0

5
_2; R(5, 72)

1,
5 S(1,2)

c)r: —2x + 3y + 13 =0
dry+3=0

4. a) Estan alineados, ya que AB = (1, 2) y BC = (=2, —4)
son paralelos. A, B 'y C pertenecen a la recta
y = 2x — 8.
b) Forman tridngulo, ya que AB =
no son paralelos.

(1,5)y BC = (-3, —4)

5. a) A(—8, 11) y B(22, —39)
b) d(A, B) = |AB| = V302 + (—50)2 = 10\/34
c) C(7, —14)
d)t=0= M-21):t=2= N4, —9)
t=4= P10, —19): t = 6 = Q(16, —29)

artir de los vectores perpendiculares a cada recta
(=1,1)y v = (1, 3), respectivamente: cos o =
-1+3

_ _ L2 _ 1 L a—63266

V2:y1o 2v6 s

(0, 10) + t(1, 2) =

b) A partir de las pendientes de las rectas m, = % y

m, = —1, respectivamente:
2
=+ 1
_ m, - m, 3 _
th_‘1+m1‘m2_ 2 =5=
-3

= B~ 78 41" 24"

c) A partir de los vectores directores de cada recta,
U= (-8, =5)y VvV = (7, 4), respectivamente

C058:&28z29°17’29”
V34 - \/65
3+2+0 1-2+0 5 1
7. a) G( 3 , 3 >=>G<§, —g)
X—% y+%
b) Paralela a AB por G: - - — =
:>y—3x—%
-5yl
Paralela a AC por G: =3 =3 =
1,8
Y=3% "9

Paralela a BC por G:

=>y=—X+%

c) a(9x — 3y — 16) + B(Bx — 9y — 8) =0
8. Sustituyendo las coordenadas de A en la ecuacion:

2k + 5Bk —2) — k=10 16k — 10 = 0 = k = 2

8
9-4+5] , [6+12-4] _
9. a) d(P, )+d(1P4\s/)_ \/_ \/ﬁ
— /70 +
b) Punto de corte Q(—1 2)
P(P,Q) =\ (3+1)+ 2=\/16+4=1/20=2\/5

10. El punto sera el de corte del eje con la mediatriz del
segmento AB:
Vix =27 + (v = 1) = Vix - 47 +
=x+2y—-9=0

{x+2y—9=0=>y:% EIpuntoesT(O,%)

(y -5 =

x=20
n r {’y(z 3t seaq(-3+ 210 dQ P =5=
= V(9 — 20 + (-1 — 1 = 5:>t—%,t:3
Hay dos soluciones: O<23 159> Q,(3, 3).
xX_y-7 . — =
12.a)3—2_7$s.5x+3y 21 0
b) P(x, y) es de la bisectriz si d(P, r) = d(P, s).
[x —y+ 4]  |5x + 3y — 21| _
V12 + (=17 V5 + 3
N (V17 =5)x — (W17+3)y + /17 + 21 =0
(V17=5)x — (V17 =3)y + 4\/17 — 21 =0
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[ Soluciones propuesta B |

L a)g=(20 +t(1 2 ={xi2 +t= 6. Obtenemos la forma general de la recta s:
y=2 X—2 _y+1
St —F— = =2X+y—-3=0
X—2 y _ _ -2 4 = Las rec-
= ———=-=22X—-y—-4=0=y=2x—4
1 2 r2x+y—-2=0

1 _ A5
Vo it B 5

X
y

- -2+ 3
‘21 n 22 = tas son paralelas. d(r, s) = g =

b) X = (4,2) + (-3, 2) = {

X__34=%2:2X+3y—14:0= .
7 M~ m=m=2 A®2 4), B(1, 2).
=y = —gx + 14 m- 4
y = 3 3 La ecuacién de la recta es 2x — y = 0.
C)y+4=—§(x—5)=>y=—§x—1=> 141 10
5 5 8 P/(10, 5), P"(W' ﬁ)
=3+ 5y +5=0=X=(5-4) +1-53) = Centro de giro C(1, 1), punto de corte de las dos rec-
x =5 — 5t tas. Angulo a = 67° 22" 48,5", el doble del angulo que
= {y = —4 + 3t forman las rectas.
5
d)g+%=1=>y=—§x+5=> 9. Vértices:
:5X+2y_ 10=0=7(=(0, 5)+t(—2, 5): WllmﬁA(—1,12)y[m]:3[m]=>C(10, 9)
_ Angulos:
=>{X:g2i 5t cong=cos(A—B’ AC) = ——89 __ _oue6 =
v ’ V340 - /130
= A = 62° 12’ 58"
2. a) 2 -3 .5 paralelas — — 242
’ -4 -6 2 cos B = cos(BA, BC) = ————=— = 0,793 =
V340 - \/274
b) _TQ - is - _—1182 — coincidentes — B=37°32' 45" C=180-A—B=80"14" 17"
o2 = 3 L= aelas 10. [AB] = (-2, —4) Punto medio de AB: M(2, —6).
7~ 21 T2 TF Mediatriz:
1 22 3 [AB] - [MX] = 0 = (-2, —4) - (x—2, y+6) = 0 =
d) —5 *# 7 = secantes con punto de corte P(O, 5) =rx+2y+10 =20
N . [10]
Distancia del origen a r: d(O, 1) = —— = 2\/5
e ., i \/12 + 22
3. Escribimos la ecuacion en su forma segmentaria y cal-
culamos el area del triangulo: X =t
. n3x+y—-3=0< -3 3
_ X y _ _ y=3-3
x+ (0 +Ky=8+k=g 3+ 3 -1= Un punto genérico de r es P(t 3 —3t), AA = (t, — 5, —3t,),
1+ k BB’ = (t, — 1, =1 — 3t,) y un vector director de r es
=S=(§:§l)(=4:k2—2k+1=0=k=1 ”:(1’_3)_
Como 1T AA=0 _ [t,=5+9=0 N
U-BB=0 Lb—1+3+09,=0

4. Calculamos los puntos medios y después las correspon-
diente medianas:

Punto medio de BC: M(—;— 5); punto medio de AC: t, = —% B’(—l 18)
5

N(O, E); punto medio de AB: P(i, 3)
2 2" 2 R.riy—-1=mx-7) emx—-y+(1—7m)=

_ —_ m-5+(1—-7m
MA:y = —6x + 8 NB:y=%x+% d(O,r)=2=| ( )|—2=
m? + 1
— 3 18 2
PC:V:§X+T = 8m"+ 12m + 3 =0
—-12 * /48 -3 * V3
m = 6 = 7 \/7 Hay dos soluciones
2 —
5.a)y=—€x+13 d)u = (-5 2) -
2 e _1_ﬂ<x_7) ¥
b) A(0,13), B(5,11) e) a=arct(—g)z 158°11’ 55" vy - 4 ~
3 \/5 4 TP
c)2x + 5y —65 =0 Ly — 1= . x -7 5
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Actividades complementarias

I i

[ Propuesta A ]

10.

11.

Halla la ecuacion general de las siguientes circunferencias.

a) De centro C(—3, 2) y radio r = 3 c) De diametro AB, en donde A(4, —1) y B(6, 5)
b) De centro C(1, —2) y pasa por P(—3, 1) d) De centro C(0, 4) y tangente alarectar-2x + y — 9 =0

. Indica cudles de las siguientes ecuaciones corresponden a una circunferencia y calcula en ese caso su centro y su

radio.

a) x> +y?—8=0 dx*+2y2+2x—-5=0

by x> +y>—4x—-5=0 e) x>+ y>+ 2x — 10y + 26 = 0
c) x> + y> + 2x — 10y + 10 = 0 f) 2¢ +2y* + 6x =10y = 1 =0

. Halla la ecuacion de la circunferencia concéntrica con x? + y?> — 4x — 5 = 0 y radio r = 6. Determina la potencia

y la posicion relativa del punto P(7, 1) respecto de cada una de las circunferencias.

. La recta r: y = 2x corta la circunferencia de centro C(—1, 2) y radio r = 5 en dos puntos Py Q. Calcula:

a) La ecuacion general de la circunferencia c) La longitud de la cuerda PQ

b) Las coordenadas de los puntos Py Q. d) La ecuacién de la mediatriz del segmento PQ

Determina la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano cuya distancia al punto A(2, —1) es doble que
al punto B(5, 5). Identifica el lugar geométrico y represéntalo.

. Halla el centro, el radio y la ecuacién de la circunferencia circunscrita al triangulo cuyos vértices son A(2, 2),

B(-2, 5) y C(8, 10).

Determina el foco, el vértice, la directriz y el eje de la parabola x> — 2x — y + 1 = 0. Represéntala graficamente e
indica sus elementos.

2

) ) X 2
. Determina todos los elementos y representa la elipse de ecuacion: = + % = 1.

25

. Los focos de una hipérbola son F(1, —1) y F'(—1, 1), y su excentricidad es e = \/§ Determina:

a) La distancia focal. b) La longitud del eje real 2a. c) La ecuacion general de la hipérbola.

La excentricidad de una elipse es e = %y pasa por el punto P(G \/E —3). Se sabe que la elipse tiene su centro
en el origen de coordenadas y que los focos estan sobre el eje OX. Determina:

a) La ecuacion reducida de la elipse.

b) Las coordenadas de los vértices y los focos.

La ecuacién 16x> — 25y? — 400 = 0 corresponde a una conica. Encuentra su ecuacion reducida, identificala, de-
termina todos sus elementos y represéntala graficamente.
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[ Propuesta B ]

10.

11

Halla la ecuaciéon general de las siguientes circunferencias.

a) De centro C(0, 2) y radio r = 2 c) De diametro OA, en donde O(0, 0) y A(6, —8)
b) De centro C(6, 1) y pasa por P(3, 1) d) De centro C(1, —5) y tangente alarectarrx + y — 4 =0

. Indica cudles de las siguientes ecuaciones corresponden a una circunferencia y calcula en ese caso su centro y su

radio.

a) (x — 47 + (y + 1) = 49 d)x* +y*+2y-5=0
b)Xz+y2:4X_2y+4 e)x2+y2+4x+8y+26=0
X2+ y2+xy—2y+10=0 f) 2x> + 2y + 4x — 10y — 1 =0

Determina la posicion relativa de las circunferencias C, y C, entre si y respecto a las rectas ry s.

Cox*+y?—14x— 12y +60 =0 Cox*+y>—14x+ 2y +46 =0
rry=4x+3y —21=0 Sy=x-2

Determina la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano cuya distancia al punto P(8, 0) es el triple que
a la recta x = 0. Identifica el lugar geométrico y represéntalo.

Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(8, 2), B(0, 6) y C(8, 10). Determina su centro y su
radio.

Halla la ecuacion, el resto de elementos y haz la representacion gréfica de la parabola de foco F(3, 3) y directriz
rx+1=0.

Los focos de una elipse son F(1, 1) y F'(—1, —1), y su excentricidad es e = % Determina:

a) La distancia focal. b) La longitud del eje mayor 2a. c) La ecuaciéon general de la elipse.

La excentricidad de una hipérbola es e = \/5 y pasa por el punto P(—3, \/E) Se sabe que la hipérbola tiene su
centro en el origen de coordenadas y que los focos estan sobre el eje X. Determina:

a) La ecuacion reducida de la hipérbola.
b) Las coordenadas de los vértices y los focos.
c) La ecuacion de las asintotas.

d) Efectia una representacion gréfica (aproximada) de la misma.

La recta y = x corta la elipse de focos F(4, 0), F'(—4, 0) y eje menor 2b = 6 en dos puntos Py Q. Determina la
longitud del segmento PQ.

Identifica y representa en los mismos ejes de coordenadas las cénicas cuyas ecuaciones son:
a)x>+y*—4=0 b) 16x* + 4y> — 64 = 0 Ox—y>—4=0

Desde el origen de coordenadas se trazan las dos rectas tangentes a la circunferencia de ecuacion
X2 4+ y?— 14x — 12y + 60 = 0

Determina:

a) La ecuacion de las dos rectas.

b) La distancia desde el origen de coordenadas hasta el punto de tangencia.
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[ Soluciones propuesta A |

a) Radio r = |CP| = \/(—4) + 3% =
=1+ +2f=5<
e XX+ Yy —2x+ 4y —20=0

b) Centro el punto medio de AB: C(5, 2).

Radio = d(A, C) = \/10

(x =57 + (y - 2 = (V10)" =

o X+ y?—10x — 4y + 19 =0

2.0+ 4 -
¢) Radio: d(C, r) = l2-0+4-9] 5 _ = 1/5,
Voo + 1 V5

P+ (y—4y =5 x+y -2y + 11 =0.
a) C(0, 0), r = \/8 d) No es circunferencia.
b) C(2,0), r =3 e) C(—1, 5), r = 0. Se re-

duce al punto C.
B 5 5\ _ /133

c) C(—=1,5), r=14 f) C( 4,2)r——4

. Centro C(2, 0). Ecuacion
x—24+(—-0°=6"=x>+y>—4x—-32=0
Pot,, (P) =7+ 1" -4 -7 -5=17>0

P es exterior a la circunferencia C,.

Pot,, (P) =7 + 1> =4 -7 —32=-10<0

P es interior a la circunferencia C,.

La)(x+ 12+ (y—2?2=52 =
< X2+ Y2+ 2x— 4y —-20=0

X2+ y? +2x—4y—20—0
b)
y = 2X

p 3+V109 6+2V109
5 ' 5
(3—\/109 6—2\/109)

Q 5 ' 5

~ [a-109 _ 16-109 _, [109  2\/545
dP Q=% tT 25 -

d) Perpendicular a la recta y = 2x que pasa por C.

=

y—2=—%(x+1)©x+2y—3=0

CVX =27 + (v + 1P = 2V(x — B + (y — 5)
< X+ Yy —12x— 14y + 65 =0
Circunferencia de centro C(6, 7) y radio r = 2\/5

. Como [1@] . [E] = 0 es un triangulo rectangulo en A,
por lo que el circuncentro es el punto medio de la hi-

potenusa BC, M(S, E) y el radio

2
11)? 122
2+(_):—
2 2
_ ay _15Y _ 122
(x 3)+( 5 Vi

< 4x* + 4y> — 60y + 139 =0

r=|AM| =

7T X —-2x—y+1=0s x—-17>=y

10.

11.

Corresponde a una parabola de la 4
forma (x — «)®> = 2p(y — B) de \ /
vértice V(a, B), parametro p y eje
X = a

\ /
Por tanto, V(1, 0), p = % y eje - 0 X
x =1
Foco F{1 1 Directriz r: y = 1
4 y - 4
a’=25=a = _ _ _
Veértices: A(5, 0), A’(—=5, 0), B(0, 3), B’(0, —3)
Focos F(4, 0) F'(—4, ) Y
¢ _ 3 1
Excentricidad e = 25 AL - - Ax
)d(F, F)=8=2V2=2c=c=12
bje=—=-=V2=a=1y2 =2
c) Ecuacion
V=17 + (v + 17 =V + 17 + (y = 17 =2
Elevando al cuadrado dos veces se llega a la ecua-
cion: 2xy + 1 = 0.
X_2 y: _ _1l_c _ ]
a) +b2 1Comoe—2—a=>a—20yade
mas b? = a®> — c2 Resolvemos el sistema:
25+ % -1 (a=6 y
a=2c :bi§W=—+27 !
p? = 32 — o2 c =
b) Vértices A(6, 0), A'(—6, 0), B(0, 3\/3), B'(0, —3V/3)
Focos F(8, 0) F'(—3, O)
2 2 y: _ X
16x* — 25y —4OO—O©E—E—1=
a’> =25 a= o —
=>{b2:16=>{b: = \/5 + 4 = \/41

Se trata de una hipérbola centrada en el origen y con
los focos en el eje OY.

Vértices {28 g; g/ggll—g; Y
Focos F(0, V/41)
F(0, —\/41) :F
= Va1 ' ‘:A' .
5 A

Asintotas y = %
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[ Soluciones propuesta B |

Lax-0°2+(y—-2=2<x>+y’—4y =0

b) Radio r = |CP| = 3
x—62+{y—-1P2=3 <
< X2+ y?—12x — 2y + 28 =0

c) Centro C(3, —4). Radio r = %I@ﬂ = %10 =5
xX=3+(y+4y=5<x"+y"—6x+8/=0

. [1 — 5 — 4| 8
d) Radio d(C, 1) = "' = —— = 4\/2
NV
x—1P2+(y+5°=32 =
s X2+ y?—2x+ 10y —6=0

d) c(0, —1), r = \/6
e) No es circunferencia.

5)|r=\/§

c) No es circunferencia. f) C(—1, >

.a)C4, =2, r=17
b) C(2, —1), r=3

2

. C;: C(7,6), 1, =5
dC, C) =7=r+r,
_4-7+3-6-21] 25

Cy C)(7, =1), 1, = 2.

Son tangentes exteriores.

d(C,, r)= =5=r=
4 + 3 °
= ry C, tangentes
4 -7+ 3-(—1) - 21
d(CQYr)=| ( ) |=%=<r2=>
4% + 3
= ry C, secantes
7—-6-2
o, s =821 _
17+ (12 V2
= sy C, secantes
7—(-1) -2
d(CQ,S)=| ( —) |=i=>r2=

= s exterior a C,

. Sustituimos las coordenadas de los puntos en la ecua-
cion general x> + y?> + Dx + Ey + F = O:

64 +4+8D+2E+F=0 D= -10
36 +6E+F=0 = 1E=-12 >
64 + 100 + 8D + 10E + F =0 F= 36

= x>+ y?—10x — 12y + 36 = 0

x>+ y?—10x — 12y + 36 = 0 =
< (x — 5%+ (y—6)2 =25

Centro C(5, 6) y radio r = 5

P
V17 + 0

= x> — 16x + 64 + y> = x* =
=8x> -y’ + 16x — 64 =0

Agrupando términos:

(x—8y +y>=3-

oo X+ 172y
8x + 1P -y’ =72 « 5 5 =

Es una hipérbola de centro C(—1, 0) y semiejes a = 3,
b = 6\/5 con focos en el eje de abscisas.

1.

6. Para un punto P(x, y) de la pa- Y
rabola se cumplira: e
d(P, F) = d(P, 1) = o
= V=37 + y - 9 =
- N
=u:(y_3)z: 0 ~1_ X

1

= 8(x — 1), que es la ecuacion
de la curva.

El vértice es el punto V(1, 3), el eje larecta y = 3 y el
parametro p = 4.

7 a)d(F, F)=18=2V2=2c=c=12

b)e=§=%:a=2\/§ 2a = 4\/2
c¢) Ecuacion

Vi =17+ (y - 1) =
= 4V2 = Vit 17+ (17

Elevando al cuadrado dos veces y simplificando:
X2+ 7y — 2xy — 48 =0

2 2
8. a)%—§= 1 Comoe=\/§=>a=byademés
c? = a’+ b? = 2a%
Resolvemos%—%= 1=a=b=2
La ecuacion es x> — y? = 4.
b) Vértices A(2, 0), A'(=2, 0), [\ ¥
B(0, 2), B’(0, —2) <

Focos F(21/2, 0) A
F(-2V2, 0) AN

c) Asintotas y = *x

pacy
RN

9.2c =d(F, FF)=8=c=4Comob=3=a=>5
. . X2 y?
La ecuacion de la elipse es 25 + g = 1.
Los puntos de corte con la recta

{9x2+25y2=225:>xz 5 _,
y=x V34

15 15 15 15 30
=Pl = Q= = d(P, Q)= =
(\/34 \/34) ( /34 \/34) V17
10. a) Circunferencia de centro N Y
C(0, 0) y radio r = 2 \ ,
~ / \ .
A\ 214
inse X2 4 Y2 _ .
b) Elipse ) + 16 = 1 {% 73

e Xy
c) Hipérbola 7 i 10

11. a) Centro C(7, 6). Radio r = 5.

Las rectas tangentes seran de la forma t: y = mx.

m—=6
d(C, t)=r=u=5 = 24m*—84m+11=0
Ve +1
21 £ 5\/15 21 = 5\/15
=m=—05 Las rectas son y=—"757 X

b) Si el punto de tangencia es A, sera

OA=1/0C? - AC?=1/85 - 25=1/60=2\/15= 0B
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Actividades complementarias

“ Nameros complejos

[ Propuesta A ]

1. Realiza las siguientes operaciones.

15 — 5i
2 -

fy (1 +10) —2(2+ )3+ 4 +1i)

a) (3 — 2i) + (=5 + 6i) )2 (2 + 3i)(4 — 2i) — 5i e)

5+
2+ 3i

b) (=4 + 2i) — (6 — 3i) d)
2. Resuelve en el conjunto de los numeros complejos las ecuaciones siguientes.

a) 22 +2z2+2=0 b)z? — 4z + 13 =0 )z +z=0
3. Calcula en cada caso el valor del numero real k para que se verifiquen las siguientes igualdades.

a) (2+ ki)—(3+ k—5i)=(1+3i) b) (3 —2i)-(k+1i)=(8—1) c) |2 + ki| =1/29
4. Calcula el inverso de los siguientes nimeros complejos.

a) 2 + 2i b) —8 + 6i c)1 — 3i d) =12 — 5j

5. Realiza las siguientes operaciones con numeros complejos utilizando la forma polar.
2 + 2V3i 3
a) (1 + (1 — V/3i) b) 4 c) (V2 — V2i)"° d) V(-4 + 4/3i) e) \V/—16i

6. En cada caso, representa geométricamente el conjunto de puntos del plano definido por los afijos de los nimeros
complejos z tales que verifican:

—1 < Re(2) =3

a)2<|z—-1|<4 b)1<[z+i<4 C){Im(z—i)>2

[ Propuesta B ]

1. Realiza las siguientes operaciones.

a) (1 — 3i) + (=2 + 5i) c) 3 (=2 + 2i) (=3 + 3i) — 2i e)(1 +1)(1+2)01 +3i)—2i
b) (=3 + 3i) — (2 + 30) o) =2 0 s

2. Escribe una ecuacion de segundo grado, con coeficientes reales, cuyas soluciones sean los nimeros complejos:

a) z, = 2i, z, = —2i b))z, =2+i 2z =2—-1i c)z,= -3+ 2i,z,=-3—2ij
. . 4 + Ki
3 Calcula en cada caso el valor del numero real k para que el cociente -——- sea:
a) Un numero real. b) Un numero imaginario puro. c¢) Un complejo de mdédulo \/5

4. Realiza las siguientes operaciones con nimeros complejos utilizando la forma polar.

a) (3 + 3)(3 - \/3) b) w ) (=3 + 3i)* d) VV2 — i

5. Sean z,, z, y z, las tres raices cubicas de la unidad, demuestra que se verifica (z, — z, + z,) (z, + 2z, — z,) = 4.

6. Un triangulo equilatero de centro el origen de coordenadas tiene un vértice en el punto Y
A(4, —3). Calcula las coordenadas de los otros vértices. f
Observacion: Ten en cuenta que necesitas hacer un giro de 120°. AN
o
X
il
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[ Soluciones propuesta A |

[ Soluciones propuesta B |

.a) —2 + 4i
b) =10 + 5i
c) 28 + 11i
5+i 2-38 _13-13 _ .
doT3 2-a -~ 13 '/
15— 5/ 2+ 35+5 .
5= o3 5 /Tt
f) —29 — 49
.a) 22+ 22+2=0=
e s = RS L

b)z? — 4z + 13 =0 =

L, 4*\36 _4x6i _[z,=2+3i
2 2 z, =2 — 3i
)z’ +z=0=2(z+1)=0=
z, =0 _
Z=\/—1=>{Zz:’.
Zy = —i
k= -2
b) k = 2
V4 + k2 =129 = k = +5
poioloZ 22 1 1, 1+3i
z )zf- 8 4 4 10
-8-6i 2 3. —12 + 5i
b) 750 25 ~ 50 9 — 69
.a)\/_%'Q%r:Q\/E%r
b)41 11=4_1=4HJ
2 6 6
C) (2.5)" = 2% ., = 10245 = —1024i
Zy = 24
d) \/( 4+4\/_’ \/ e = 122 = 2ie0r
Zy = 20
o) VT8I = Vg = {2 2 4
- 315°

La)2<|z-1<s4e2

V-1 +y =4 e
s 4s(x—-17+y> <16

Es una corona circular compren- v
dida entre dos circunferencias de am—
centr<31 C(1, 0) y radios r, = 2, [ afey
r, = 4.
2 \ B/
J
~ 7

b)1<|z+i<4e1<VX+y+1)P <4<
s 1<x+ (y+1)?2<16

Es una corona circular compren- v
dida entre dos circunferencias de o
centro C(0, —1) y radios r, = 1, AN L
r, = 4, pero sin borde. C
: 2
4

c) Es la region de la figura:

o N

a) —1 + 2i

b) =5 + 6i

c) —38i

5-5 2—i 5— 15 .
D557 2=~ 5 ~'-3
e) =10 — 2i

p 92 1-8 _15-25 _3 5,
T+3 1= 3 10 272

a)x>+4=0

b) Suma: S = z, + z, = 4. Producto: P =z, - z, = 5
X —SX+P=0=x>-4x+5=0

c) Suma: S = —6. Producto: P = 13
x>+ 6x+ 13=0

4+ K _ (4+ k)1 +2) _ 42k 8k,

1 -2 5 5 5
a)8;k=0:>k=—8
b)4_52k—0=>k=
V16 + k?
c) Como Z‘ = 1zl entonces \/5 = ~———— =
1Z,]” \/g

= 16 + k? =25 = k? = 9 = k = +83.

. a) 3\/549 : 2\/_ 30 = 6\/619

b) 2 : \/_135 \/_90 \/Ei

c) (3\/537) = 324, = 324_ = —324

Zy = \6/5109
d) \3/\/5 — = ’\3/\/§315” = Z, = \6/5225D
Z3 = \6/5345"
z, =1, =1
3.
3100: Z, = 10 = —%-i—%
V3.

Zy = Ty = _E_T

= (1 =3B +/3i) =4

(Zy =2+ Z)(z, + 2, — 25)

. Girar 120° es multiplicar por el nimero complejo

_ 1,33,

10 = ) 5
Por tanto, el segundo vértice sera:

(1 VB _[-4+3V3) [4/3+3
(4 — 3i) ( 2+ 5 /)—( 5 )+( 5 )
-4+3V3 4/3+3
B :
2 2
Para obtener el tercer vértice es mejor multiplicar
1 \3,

4 — 3ipor i1 = -5 - T/:

(4—3/)(—%—@/) ( —4- 3\/_> ( 23+3>
c<_4_23\/5' —4\/2§+3>
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Actividades complementarias

“ n Funciones, limites y continuidad

[ Propuesta A ]

10.

. Estudia la continuidad de la funcion: f(x) = {

Disponemos de laminas de papel de 30 por 40 cm para imprimir el anuncio de una exposicion, con la Unica condi-
cion de que los margenes superior e inferior midan el doble que los laterales. Halla la expresion de la superficie de
la zona impresa en funcion del ancho de uno de los margenes laterales. ¢Cudl es el dominio de esta funcion?

. Una companfia de telefonia maévil nos ofrece dos tarifas mensuales. La primera se compone de una cantidad fija,

13 euros, mas 0,25 euros por cada minuto que usemos el teléfono, todo ello incrementado con el 16% de IVA. La
segunda tarifa se compone de un importe fijo, 36 euros, y 40 minutos gratuitos de uso de teléfono; a partir de los
primeros 40 minutos nos hacen una rebaja del 5% sobre el precio por minuto de la primera tarifa, y todo ello incre-
mentado en el 16% de IVA. Obtén las formulas que expresan el coste mensual de cada tarifa en funcion del tiem-
po de uso del teléfono.

Halla el dominio de las siguientes funciones.

2
a) f(x) = 2x* + 1 b) f(x) = ——= o) f(x) = VX% — 1 d)f) = X T xS
x> =9 x? =1
. Calcula los siguientes limites de funciones polindmicas.
a) Iim3 (x* + 7x — 31) c) Iimo [x —5) - (4 — x%)] e) lim (x* — 100x — 2009)
b) lim (4 —x) - (4 + x) d) lim (=x* +7) f) lim (=x* + 5x* + 10)
Calcula los siguientes limites de funciones racionales.
. x—3 Xt oxt — x4+ 3x
&) M+ 3 oM = MM e

. Calcula los limites laterales de las siguientes funciones racionales en los puntos en los que no estan definidas. ¢Exis-

te el limite de la funcion en esos puntos?

) 1) = —> ) ) = 22 0 fy = L=

Calcula los siguientes limites de funciones con radicales.

a) ”mu b) lim 7”(—"_2_2 c) IimL
=X sy -2 i1 ¥ x — 4

. Halla los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones a trozos y clasificalos.

= Prasixso e [ETO S ES Ly o e six=o
P T - 1six=0 Tle-a s x=3 T lWx T2 six=2

1 sixe{-1,1)

sixeR - {1, 1) Ycacua lim f(x) y lim (x)

X = +oo

X
x| =1

Dadas las sucesiones a, = 0, 3, 8, 15... y b, = 2, 3, 4, 5... Escribe el término general de las sucesiones:

a)a, + b, b) b, — a, c) 3a, d) —
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[ Propuesta B ]

1

10.

30 | 50 | 60

a) Obtén el polinomio de interpolacion de segundo grado que expresa los kildmetros recorridos en funcion de los
afios de vida del automovil. ¢Cémo explicas el resultado obtenido?

La antigliedad en afios de un automovil y el numero medio de kildmetros, en mi-  [FNFEREECH 2 4 5
les, que ha rodado durante su vida se relacionan en la siguiente tabla. T

b) Si un automovil tiene 3 afios, {cuantos kildmetros se esperaria que hubiese rodado?

. En un concurso de television, cada concursante comienza con 750 euros y se le hacen 15 preguntas. Por cada res-

puesta acertada gana 60 euros, y pierde 45 cada vez que contesta erroneamente.

a) Expresa de manera algebraica las funciones que nos dan el premio obtenido por el concursante segun el nume-
ro de preguntas que acierte y segun el numero de preguntas que falle. {Cual es el dominio de esas funciones?

b) ¢Cual es el nimero minimo de preguntas que debe contestar correctamente un concursante para acabar el con-
curso con mas dinero del que tenia al principio?

Halla el dominio de las siguientes funciones.

3 X —Xx—6
a) f(X) = - b) f(X) =\VXx + 3 C) f(X) = x* — 2x d) f(X) = m
. Calcula los siguientes limites de funciones polindmicas.
a) Iim3 x*—2x+ 1) c) IimO (x* + x + 3) e) lim (x> — 3x + 2)
b) lim (4 — x? d) lim (x* + 3) f) lim (=x* + 5)
. Calcula los siguientes limites de funciones racionales.
. x—3 X2+ Xt — x® — 4x
a) Im 53 o) fim =% L
Calcula los siguientes limites de funciones racionales.
a) lim XX+ 1 b) lim X=X+ 2 o) fim X4
X = +o X2+ 3 X = += X2 — 3x x—-= X + 1

Calcula los siguientes limites de funciones con radicales.

a) lim (Vx> — 4 — x) b) lim (Vx> + x — x)

X — 4o X — +®

Calcula el valor de a para el que cada una de las siguientes funciones es continua en todo R.

a six =1

_ 2 _ _ X —asix<3
a) 1) = ’;_11 Si X # 1 b) (¥ {4x+1six>3

X x| si ox<1
Estudia la continuidad de la funcién: f(x) = 1 x si1<xs<2
4 —xsi x>2

Calcula los siguientes limites de sucesiones.

a) lim 21 =5 (7 — 3n) b) lim (n + 2 —\/n? + 2n + 1) c) lim (7‘;__22’)5”“

x== 3 —=2n+ n? X X
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[ Soluciones propuesta A |

-

Hay dos posibilidades segun la orientacion:
a) Horizontal (40 - 30):

S(x) = (30 — 4x)(40 — 2x); D(S)(O, %)
b) Vertical (30 - 40):

S(x) = (30 — 2x)(40 — 4x); D(S)(0, 10)
2. T.(t) = (13 + 0,25t) -

T = |36 118 si 0=<t=<40
2 [36 + 0,25 (t—40)-0,95]-1,16 si > 0

siendo t el nimero de minutos de uso del teléfono.

1,16

3.a)R c) (=, =11 U [1, +=)
b) R — {-3, 3} dR - {-1, 1}
4. a) —1 c) —20 g) +w
b) —oo d) —oo f) 4o
5. a) —1 b) —1
¢) Presenta una indeterminacién del tipo %
X=X+ 3 (X=X +3)x
lim=—————— = Im =
x—=0 X° — x—0 (X— 1)X
=X+ 3
L e ra— 8
6. a) f(x) = " f 5 Mo esta definida en x = 2.
Iirr; flx) = —oy Iirr;+ f(x) = +oo.

No existe el limite, ya que los limites laterales son in-
finitos y distintos.

b) f(x) = ;2+_ 3" no esta definida en x = =3.
En x = =3: Iirr; flx) = —oy Iirr;+ f(x) = +o
No existe el limite.

En x = 3 Iin;_ f(x) = —oo; Iin;+ f(x) = 4o

No existe el limite.

2 _
c) f(x) = );2—_?;:( no esta definida en x = 0y x = 1.

En x = 0:

. X (x=3) _ (x —3) _
Jm = im =)~ M=y =3

- — qm X =3) _ x-3) _
M0 = IS = ) = M=) =8
Como los limites laterales son iguales, I|m0 flx) = 3.
En x = 1: Iirrl f(x) = +oo; Iin?+ f(x) = —oo.

No existe el limite.

1

8. a) f(0) =

10.

Todos estos limites son indeterminados del tipo %
C o =0 - (1 V)
TSV (= V) (1 V)

(1-0-(+Vx) _ im (1 + V3) = 2

(1 —-x
\/x+2—2=

X —2

(Vx+2-2)-
x—=2) - (Vx+2+2)

= lim &~ 2) =

a2 (rrz e

= lim—=—=—

MvXT+ 2 =
o lim_ VX2 _
VA2 Fx - 4
i (Wx=2)-(Vx+2)- (V12 +x+4)
=4 (V124 x—4)-(V12+x+4) - (Vx+2)
(x—4)~(\/12+x+4) B
St (-4 (Wt 2)
(\/m+ 4
(Vx+2)
—1; X'H}, fx) = 3, XILng+ fx) =
discontinuidad inevitable de salto finito en x = 0.
b) f(1) = 1; Xlimi fix) = 1,
en x = 1, ya que f(1) =X|i£n1 flx) = 1.

a) lim 1-x

= lim

x—=1

b) lim

xX—=>2

(Vx +2+2)

x—2

xX—4

—1. Tiene una
IirrLf(x) = 1. Es continua

f(3) = 5; XILn; f(x) = 7,
continuidad inevitable de salto finito en x = 3.
c) f(2) = 2; lim f(x) = 2,
en x = 2, ya que f(2) = x”an flx) = 2.

Iirr; f(x) = 5. Tiene una dis-
Iirr; f(x) = 2. Es continua

En los tres casos y en el resto de valores reales, las
funciones son continuas.

lim f(x) =

xX— —1"

lim f(x) =

X — —1+

lim f(x) =

x—=1-

lim f(x) =

x— 1t

im ——— =
X — 1*_X_1

Il
J’_
8

lim ———
x— -1+ —X — 1

X
lim = —»

X~1X_1

X
lim = 4o

x—=1t X — 1
La funcién tiene discontinuidades inevitables de salto

infinito en x = —1 y en x = 1, y es continua en el res-
to de valores reales.

f(x) = lim = —1

lim —
X = —= K=o —X — 1

. X
lim lim =1
x—= o X — 1

X = +o

fx) =

a,=n"—-—1yb,=n+1
a)a, + b,=n’>+n

b) b, —

c) 3a, = 3n” — 3

d)i=n—1

a,=-n"+n+2
n bn
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[ Soluciones propuesta B |

1. a) P(x) =ax®> + bx — ¢ =

P(2) = 4a+ 2b + c = 30
P(5) = 16a + 4b + ¢ = 50 . Resolviendo el sis-
P(10) = 25a + 5b + ¢ = 60

tema:a=0,b=10y ¢ = 10.
El polinomio de interpolacion es lineal.
P(x) = 10x + 10

b) P(3) = 40. Se esperaria que el automavil hubiese ro-
dado 40000 km.

2. a) Si x es el niUmero de preguntas que acierta:
P,(x) = 750 + 60x — 45(15 — x) = 105x + 75

Si x es el numero de preguntas que falla:
P,(x) = 750 + 60(15 — Xx) — 45x = 1650 — 105x

El dominio de ambas funciones es [0, 15].

b)105X+75>750=>105X>675=>x>%%6,4

7 preguntas

3.a)D=R - {2}
b) D = [-3, +x)

) D = [, —2] U [0, +)
d)D =R — {-4, 1}

4. a) 4 c) -3 e) +w
b) —e d) +oo f) 4o
5.a)0

c) Presenta una indeterminacién del tipo 9.

0
lim x4 — x® — 4x im (xX*+ x2 + 2 — 2) _
x—2 X2 — X — 2  x-2 x+ 1)x — 2) B
_ 16
3

6. Todos estos limites son indeterminados del tipo —.
a) Simplificando por x?,
X2 = x+ 1

x2<1 - %)
lim ——F——— = lim =1

+
x—+o X2 + 3 X = 4o -
x2<1 + %)

< | =

X
b) Dividiendo por x2,

4 Xz_g""%
im XS X2y XX
X = +® X2—3X X = +% 1_§
X
c) Dividiendo por X,
4
m XA e T

x— - X + 1 Xﬂfco1+l
X

7. Estos limites son indeterminados del tipo o — o,

a) lim (Vx? — 4 —x) =
o (V¥ =4 -x (VW -4+x
B (V' — 4 + %) B

= lim 4 0

x=e (VX2 — 4 + x)

b) lim (Vx* + x —x) =
(Vx2+ x = x) - (Vx> + x + x)

lim = =

X (Vx> + x + x)
e e ( [1+1+ 1)
_1
)

8. a) Para que sea continua en x = 1,
f(1) = lim f(x) =

=a=f(1)=X

= lmKx+1)=2

x— 1
b) Para que sea continua en x = 3,
f(3) = X'L”;, fx) = XIiﬁrr; f(x).
f(3) = X|LTT;+ fx) = 13; XIiﬁrr; flx) =9 —a=
= 183=9 — a

Ha de ser a = —4.

9. Posibles puntos de discontinuidad son x = 1y x = 2,
ya que para el resto de valores esta definida por poli-
nomios y valores absolutos que son funciones continuas.

Iin3_ f(x) = |iI’T;l_X2 =1= Iinl fx) = Iinlx =1 =f(1)
le— flx) = XILn;x =2 = le+ flx) = XIer; 4 - x =
=2 = f(2).
Por tanto, la funcion es continua en todo R.

(2n — B) (7 — 3n)

10. li = —6
0. 2) Jim 3 —2n+n?

b) lim (n + 2 —Vn? + 2n + 1) =

=Im[n+2) —(n+1)] =1

n—

) 3 + 2” 5n+1 L 4 5n+1 _
°) n"i”m<2n - 1) - n"inw(1 T on - 1) -

(5n + 1)(20—1 n{
|im(1+ 1 ) (4)(2 1):
N 2n — 1
=)

on— 177460+ 1)
|2

n—1
lim |1 + S R =e"
n—= 2n — 1
4
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Actividades complementarias

“ n Funciones elementales

[ Propuesta A ]

1. Calcula el dominio de las siguientes funciones.

Xx—5
X2 —3x — 4

c) h(x) = Vx> — 3x — 4 d) k(x) = In(x*> — 3x — 4)

a) f(x) = x> — 3x — 4 b) g(x) =

2. Determina los puntos de corte con los ejes y el signo de las siguientes funciones.

a) f(x) = (x> + 4) (x*» — 2x — 8) b) g(x) = )(22_)(57_‘_)(4%

3. Representa las funciones polinomicas de 2.° grado hallando sus raices, eje, vértice y corte con el eje V.

a) f(x)=%(x—2)(x+3) b) g(x) = x* — 3x — 4

4. Determina el dominio y el signo de las siguientes funciones y esboza su grafica.

a) i = G20 ) o) glx) = L0 8
5. Calcula las asintotas y estudia el signo de las siguientes funciones.
a) fl) = 2 ) 9) = —~>—
6. Estudia si las funciones siguientes son simétricas (pares o impares).
a) f(x) = % b) g(x) = x> + 6 c) h(x) = cos(2x) d) k(x) = (x + 1) - |x]

7. Esboza la grafica de las siguientes funciones determinando su dominio, asintotas si las tuvieran y tomando algunos
valores.

a) f(x) = V4 — x b) g(x) = ;‘;g Q) h(x) = V-2 — x°

8. La grafica representada corresponde a una funcion f(x). Representa, razonadamente, las gra- Y ]
ficas de las funciones. i
a) —f(x) b) 2 f(x) c) 2 + f(x) d) f(x + 2) v
0

9. Calcula el dominio y las asintotas verticales de las funciones:
a) f(x) = In[(x + 2) (x — 4)] b) g(x) = In|x* — 4] c) h(x) = In(6 — 2x)

10. Dada la gréafica de la funcion f,

Y|

iy

a) Indica el periodo y el recorrido de f(x).
b) ¢Cuales serian el periodo y el recorrido de la funcion g(x) = 2 + f(2x)?

c) ¢Como es la grafica de la funcion g?

11. Determina el dominio, el recorrido y la funcién inversa de la funcién f(x) = 3 — 2 arcsen(1 — x).
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[ Propuesta B ]

10.

1.

Calcula el dominio de las siguientes funciones.

a) flx) = —x> — x+ 2 b) g(x) = _X=5 c)hix) =V-x>—x+2 d)kx) =In(-x*>—x+ 2)

X = x+ 2

. Determina los puntos de corte con los ejes y el signo de las siguientes funciones.

2x + 4
— 2 _ 2 __ + = —
a) f(x) = (x 4) (x 2x + 1) b) g(x) R —
Representa las funciones polinémicas de 2.° grado hallando sus raices, eje, vértice y corte con el eje Y.

a) f(x)=%(x+2)(x—4) b) g(x) = —X* — X + 2

Determina el dominio y el signo de las funciones siguientes y esboza su gréfica.

a) f() = LA o) () = 2T

. Calcula las asintotas y estudia el signo de las siguientes funciones.

&) i) = 21 ) glx) = X2

. Estudia si las funciones siguientes son simétricas (pares o impares).

a) f(x) = % b) g(x) = x* + 4x — 6 ¢) h(x) = tg(2x) d) k(x) = x2 ||

Esboza la grafica de las funciones siguientes determinando su dominio, asintotas si las tuvieran y tomando algunos
valores.

a) flx) = V4 + x b) g(x) = )‘(‘_*g o) h(x) = VX — 2¢
. La gréfica representada corresponde a una funcion f(x). Representa, razonadamente, las gra- Y]
ficas de las siguientes funciones. /
a) —f(x) b) 2 + f(x) c) 2 f(x) d) f(x + 2)
0
. Calcula el dominio y las asintotas verticales de las funciones y después esboza su gréfica.
a) f(x) = In(4 — x?) b) g(x) = In|x* — 3x + 2| c) h(x) = In(1 + 2x)
En la figura se representa una funcion periédica f.
Y|
0

a) Calcula su periodo y su recorrido.
b) ¢Cuales serian el periodo y el recorrido de la funcién g(x) = 2 + f(3x)?

c) ¢Como es la gréfica de la funcion g?

Determina el dominio, el recorrido y la funcién inversa de la funcién f(x) = 1 + 2 arccos(3 + x).
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[ Soluciones propuesta A ]

.a)D=R
b) D =R — {—1, 4}

) D= (-% —1]U[4 +») 1.
d) D = (=, —1) U (4, +%)

. a) Cortes A(—2, 0), B(4, 0), C(0, —32)

Signo © f——t—rt @ —t—t ©
-2 4
b) Cortes A(—2, 0), B(2, 0), C(3, 0), D(O, %)
Signo © ——t @ —t © I ®
-2 2 3
. a) Raices x;, = =3, x, = 2 b) Raices x;, = —1, x, = 4
) 1 .3 8.
Eje: x = 5 Eje: x = 5
stice: VL 2 srtice: V(S _22
Vértice: V< 5 2) Vértice: V(z, 4>
\ Y / v
\ /
\\ II
\ / \\1 /
4 / X
~ \ /
0 \ /
Corte con y: (0; 2, 4) Corte con y: (0, —4)
. Las graficas no estan a escala 9.
a) Y
5 -10] 2 X
/\ 10.
b) YU
= 0] 1 3(8 X
. a) Vertical x = —1. Horizontal y = 2
Positiva en (—e, —1) U (2, +»). Negativa en (—1, 2)
b) Vertical x = +2. Horizontal y = 0. 1.

Positiva en (=2, 0) U (2, +)
Negativa en (=<, —2) U (0, 2)

Loy o= LA e S

= —f(x). Es impar.

x® — bx
2 =

b) g(—x) = (—x)*> + 6 = g(x). Es par.

c) h(—x) = cos(2(—x))
Es par.

= cos(—2x) = cos(2x) = h(—x).

d) k(x) # *k(x) No es ni par ni impar.

a) b) c)
Y| Y Y|
\
\
HEE \
14 T > \ 4
1 T -1V, Y
o X [0) X [0) X
D = (=, 4] D=(=34] D=(-»-21U{0}

Asintota x = —3

La funcion en c) tiene un punto aislado que es el ori-
gen de coordenadas O(0, 0).

a) Y] c) Y| |
1 i
0 0
N
b) Y d) Y|
/
- 1
0 0

a) D = (—%, —2) U (4, +x).
Asintotas: x = =2, x = 4
b) D = R — (-2, 2. Asintotas: x = —2,

c)D = (—oo, é). Asintota: x = S

2 2

a) Periodo T = 7. R(f) = [-2, 2]

' S o
b) Periodo T' = 2T— 5
R(g) = [-2+2, 2+ 2] = [0, 4]

c) [

Q| »—

Dominio
—1
= D = [0, 2]

Recorrido. Como el recorrido de la funcion arcsen x es

<{-x<s1=-1-1<-x<1-1=

w ’IT . .y ,
[—?, ?], el recorrido de la funcién sera

[3—2-(—%), 3—2%] = [3—m 3+]

La funcién inversa con dominio [3 —m, 3+ ] y recorri-

do [0, 2] es F'(x) = 1 — sen(3 ; X).
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[ Soluciones propuesta B |

.a)D=R
by D=R — {-2, 1}

¢) D = [-2, 1]
d)D = (-2 1)

. a) Cortes A(—2, 0), B(1, 0), C(2, 0), D(0, —4)

Signo ® o o e

R

b) Cortes A(—2, 0), B(O, 1)

Signo ® i ®: —t e: | @
-2 1 4
. a) Raices: x, = —2, x, = 4 b) Raices: x, = =2, x, = 1
o oy = 1
Eje: x = 1 Eje: x = 5
. 9 stice: 1 9
Vertice: V<1, 4> Vertice: V( 5 4>
LALLM T T TIA Y
\ / (%'
[
/AN A
o X I -
[ | \
[ANED EE

Corte con y: (0; —2) Corte con y: (0, 2)

a) v
No5 X
b) Y

e

. a) Vertical x = 2. Horizontal y =

N —

Positiva en (—o, —1) U (2, 4+

~

. Negativa en (—1, 2)
b) Vertical x = 0. Oblicua y = x.

Positiva en (=2, 0) U (2, +©)

Negativa en (—=, —2) U (0, 2)

(=02 =5(=x) _ —x*+5x _ x*—5x _
- ) f=x = (=x2+1  x*+1 X+ 1
= —f(x). Es impar.
b) g(x) # =g(—x). No es par ni impar.
c) h(=x) = t9(2(=x)) = tg(=2x) = —tg(2x) = —h(x).
Es impar.
d) k(=x) = (=x)* - |—x| = x> - |x| = K(x) . Es par.

7

8.

10.

11

a) b) c)

Y| Y| Y|

/
/
—11 i 1 1 A

1 = 1 11(0,

[0) X [0) X [0) X
D=[-4, +x) D=(-%,—4]U(3,+%) D={0}U[2, +=)

Asintotas: y = 1, x = 3

En el caso c, la funcién tiene un punto aislado que es
el origen de coordenadas O(0, 0).

a) Y c) y
N JIREAY
, /
% /
- \ /
0 X g
K3
0l X
b) Y d) Y
\
, y /
1 1
0 X 0 X

a) D = (—2, 2). Asintotas: x = =2, x = 2

b) D = R — {1, 2}. Asintotas: x = 1, x = 2

c) D= 1 +o0|. Asintota: x = 1
2’ ’ ' 2

a) Periodo T = 12. R(f) = [—1, 3]

b) Periodo T’ = %T = 4.
R(g)=[-1+2,3+2] =[1, 5]
c) Y]
\ \
\ ] \ |
1 NV
0
Dominio

-1<=s3+xs<1=-1-83s<sx=<1-383=
= D = [—4, 2]

Recorrido. Como el recorrido de la funcion arcos x es
[0, m], sera R(F) [1+2-0, 1+2 -@] = [1, 1+ 27]

La funcion inversa con dominio [1, 1 + 2mw] y recorrido

[—4, —2] es f'(x) = cos(x ; 1) — 3
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Actividades complementarias

“ Derivadas

[ Propuesta A ]

10.

11.

. Halla la tasa de variacion instantanea de las siguientes funciones en los puntos que se indican.

. Halla la funcién derivada de las siguientes funciones utilizando la definicion.

. ¢En qué punto de la gréafica de la funcién f(x) = x> — 5x + 8 la recta tangente es paralela a la bisectriz del primer

Halla la tasa de variacion media de la funcion f(x) = x> — 4 en los intervalos [0, 2], [-2, 0] y [a, a+ h].

a) f(x) = 3x +2en x = —1 c)fx) =x*+1enx=2
b)f(x)=xj:1enx=—2 dfix) =Vx+2enx=7

Calcula la pendiente de la tangente a la grafica de las siguientes funciones en los puntos que se indican. {Qué an-
gulo forma la tangente con el eje de abscisas?

a)fx) =x>+x—1enx=1 b)f(x):XfSenx=—‘|

a) f(x) = 3x c) h(x) = x> + 3 e) j(x) = X_): 1

b) g(x) = x+ 3 d)i(x) = x* — x f) k(x)=\/§

Calcula las derivadas de las siguientes funciones.

a) f(X) = (¢ — ) + x — 3) ¢) h(x) = °(V2x + 1) e) j(x) = f: — l g) I(x) = 7“”3)(2”
b) g(x) = (X2 — x + 5)* d) i(x) = V/2x(3x® + 5x)° f) k(x) = % ) mix) = - f ;

cuadrante? Escribe la ecuacion de dicha recta tangente.

La posicién respecto del origen, en metros, de un movil viene dada por la funciéon s(tf) = 3t> — 1, en donde el tiem-
po t est- en segundos.

a) Halla la velocidad media del movil en el intervalo temporal [1, 4].

b) Obtén la velocidad instantanea para t = 2 segundos.

x*+1six=<0

Halla los valores de a y b para que la funcion f(x) = {ax tbsix>0

sea continua y derivable en x = 0.

Dadas dos funciones f(x) y g(x), de las que se conoce f(2) = 3, g(2) = —1, g'(—1) = =3, g'(2) = 0, g'(3) = 5,
f'(=1) = 2y f'(2) = 4, calcula:

a(F+ (-1 b9 ) (g]@ Q) (f+ 9)'(2) &) (@2 N'(2)

Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x) = x® — 12x y calcula sus extremos relativos.

Descompdn el nimero 24 en dos sumandos positivos tales que el producto del primero por el cuadrado del segun-

do sea lo mas grande posible.
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[ Propuesta B ]

10.

1.

. Halla los valores de a y b para que la funcién f(x) = {

Halla las tasas de variacion media de las siguientes funciones en los intervalos indicados.

X+ 2

a) f(x) = x> + xen [—3, 1] b) f(x) = en [a a + h]

. Calcula la tasa de variacion instantanea para las funciones siguientes y en los puntos indicados.

a)f(x)=x;1enx=—2 b) f(x) = Vx en x = 4

Halla la funcion derivada de las siguientes funciones utilizando la definicién.

a) f(x) = 3 + 2x ¢) h(x) = % e) j(x) = (V3 = x)
b) g(x) = x* + x — 3 d)i(x)=§jrf f) k(x) = VX2 T 1

. Halla en qué puntos la recta tangente a la gréafica de la funcién f(x) = x®> — x*> + 1 es paralela a larecta y — x = 1.

Para el punto de menor abscisa, calcula la ecuacion de dicha recta tangente y el angulo que forma con el eje hori-
zontal positivo.

. Obtén el punto de corte del eje X con la recta tangente a f(x) = x> — 2x en el punto de abscisa x = —1.

. Calcula las derivadas de las funciones siguientes.

a) flx) = (2¢° + (" = 3) o) h(x) = x(Vx* + 1) e)jix) = ——— 91N =5
b) g00) = (¢ + 1) Q) it = 1 0 Ko = VAT B+ hympg = [

Sean las funciones f(x) = 2x + 3y g(x) = x2 ¢(Cual de ellas crece mas rapido en el intervalo [—1, 1]? ¢Y en el in-
tervalo [2, 4]?

ax> + bx — 1 si x <1 . .
2bx — 2 si x> 1 Sea continua y derivable en el con

junto de los numeros reales.

. Dadas dos funciones f(x) y g(x) de las que se conoce f(2) = g(2) = 1, g'(1) = —%, g'(2) = —%, 1) =2y
f'(2) = 4, calcula:
a) (F + 9(1) 0) (7 9)(2) ) (5] @ ) (e 9)'(2) 0 (g 1'(2)

¢Cudl debe ser el valor de a para que el minimo de la funcion f(x) = x> — 6x + a sea igual a 0?

Un rectangulo de 60 cm de perimetro gira alrededor de uno de sus lados engendrando un cilindro. Determina la lon-
gitud de los lados del rectangulo que genera un cilindro de volumen maximo. ¢Cudl es ese volumen?
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[ Soluciones propuesta A |

L VM, 5 =

f0) _ 0 —(=4)
0 2
f0) —f(-2) _-4-0_ _,
0-(-2) 2 =
_(a+h?—4—(@—-4)  h®+ 2ah
- h - h

=2

f(2) —
2 -

TVM, 5 o =

= h + 2a

3(—1 + h) + 2

a) TVI(—1) = hIim0 =lim—-—=3

h—2
o h—1 —1
b) TVI(=2) = lim, h R -
Q+h+1-9
- _
= lim (h? + 6h + 12) = 12

h—o0

 Nerh-3_ ., 1 1
d) TVI(7) = lim, h e ihra 6

c) TVI(2) = lim

f'“):h”ff“o( 2+(1h+h)—1—1 _
=h|i£no(3+h)=3:tga:3:
= o = arctg(3) = 71° 33’ 54"
2 _
o1 i, PR g

—45°

=tga=—-1= a = arctg(—1) =

. 3(x+h —3 _ . 3h _
fim, h = Jm =3

, . x+h+3) —x+3 h
oot - o SRR

. a) f'(x) =

vy o (x+hP+3—-(x*+3)
o) ') = fim, h -
= lim (2x + h) = 2x
h—=0

(x+h?—(x+h —x—x

d) i'(x) = hIim0 A =
= lim (2x + h = 1) = 2x — 1
x+h X
grn o X+ h+ 1 X+ 1
)0 = jm X -
= lim ! = 1
o (x+h + 1) (x+ 1) (x + 1)
3(x + h) — V3
0 K00 = im V3(x h) \/3x _
- 3 _ 3
n=04/3(x + h) + \V3x  2\/3x

.a) f'(x) = bx* + 4x® — 9x? — 2x — 1
b) g'(x) = 4(x* — x + 5)* (2x — 1)

o) h'(x) = 5x% + 2x
Vax + 1
d) i'(x) = V2x(3x* + 5;() (39x% + 25)
gy =XP 4+ At 4+ A
e)j'(x) = T

10.

11.

X — 4x* 4+ 2x — 1
(x* = 1)

f) k'(x) =

, 2
Ve

. La pendiente debe serm=1=f'(x) =2x-5=1=

= x = 3. Por tanto, el punto es (3, 2) y la ecuacion de
la tangente es x — y — 1 = 0.

a) v, = > 4 1 =—5—=15mis

b) v, = s'(t) = 6t = v(2) = 6 -2 = 12 m/s
. Para que sea continua en x = 0,

lim f(x) = lim f(x) = f(0) = 1 = b.

Para que sea derivable en x = 0, ademas de ser con-
tinua, deben coincidir las derivadas laterales en x = O:
f'(07) = f(0") = 0 = a.

X+ 1six=<0

Por tanto, f(x) = { 1 s x>0

o) (1 g>'(2) - L g'(2) =

:4-(—1)+3 o —4
Vo F2) g2 - ) g2)

°) (5 @)= 9Q@)F -
_4-(-1)-3-0 _
ST -y 4

d) (o 9'(2) = F(g(2)) - g'2) = (1) - g'(2) =
-2.0 =

&) (g N'2) = g(f2) - 1(2) = g'3) - F(2) =
=5.-4=20

ffix) =3x* —12=3x —2)x+ 2) =x= —2yx=2
son posibles puntos criticos.

Estudiando el signo de f’ se ve que f decrece en
(=2, 2) y crece en (=, —2) U (2, +). Por tanto, pre-
senta un maximo relativo en (=2, 16) un minimo en
(2, —16).

—o =2 2
+ - +
A 4 A

Primer sumando: (24 — x).

Segundo sumando: x.

Funcion a optimizar: f(x) = (24 — x) - x> = 24x*> — x®

Con dominio D(f) = [0, 24] y derivada

f'(x) = 48x — 3x*> = 3x - (16 — x)

Posibles puntos criticos: x = 0y x = 16

La funcién es creciente en (0, 16) y decreciente en
(16, 24); por tanto, el maximo absoluto de f se alcan-
za en x = 16, y los sumandos pedidos son

S, =24 -16=8y S, = 16.
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[ Soluciones propuesta B |

12+ (1) —[(=8+(=3)]_ -4 _
Y M (9 =7 =
a+h+ 2 a+ 2
a-+h a -2
b) TVM[a a+h — h a2 + ah
-2+h-1_3
o —2+h 2
a) TVI(=2) = I[n0 h =
i -1 1
" oth—2) 4
b) TVI(4) = lim 4 = V4+hh_2—
= fim ! -1
n=o\4+h+2 4
a) () = lim SF 2+ h) = @ + 29 _ 20 _
a0 h Theo h
2 I 2 _
b) g'(x) = fim (x+hP+x+h—-3-(x*+x—-3) _
h—0 h
=hlimo(2x+h+1)=2x+1
3 _3
v s X+ h X . -3 _ —3
o) b = fim T = M Gy X T e
x+h-2 x-—
d) i'(x) = lim + h + 1 x+1 _
h—=0
= lim 8 = 3
S0 (XH AT XA (x + 1)
o VB —(x+ h) -8+«
e)J'() = lim h -
= lim - S—
n=04/3 — (x + h) + V3 — x  2\/3 —x
+ hP + 1 = x>+ 1
f k0 = lim YN X -
h—0 h
x+h?+1 - x>+ 1) X

Vi + E + 1 + Ve e 1) VR T

. La pendiente de las rectas tangentes ha de ser 1; por
tanto: f'(x) = 3x> —2x =1 = x = —1y x = 3 son los
puntos buscados.

Para x = —1, y = —1, y la recta tangente tiene por ecua-
ciony — (=1) = 1[x — (—=1)] = y = x, que forma un
angulo de 45° con el eje positivo de abscisas.

Ly = H(=1) = (=) (x + 1); £(=1) = 3
ff(-1)=—-4=y—-3=—-4Kx+1) =
=4 +y+ 1 =0

1
El punto es <_Z‘ O).
.a) f'(x) =10x* —15x* — 3

b) g'(x) = 3(x* + x)*(3x> + 1)

2
h'(x) = 2x7 + 1
N

X2 — 2x — 1

(x? + x)?

c)

d) i'(x) =

10.

2 — 3x
2x*\/3x — 1
3 _ 3 2 _ _
f k'(x) = (x® = x)(13x* + 60x” — bx — 20)

2Vx + 5
—x*+ 4x° — 9x* + 4x — 4
(x* + 2y

—x* -3 x°
2x* x2 4+ 1

Se calculan las derivadas: f'(x) = 2y g'(x) = 2x.

e)j'(x)=

9) I'x) =

h) m'(x) =

En el intervalo [—1, 1] crece mas rapido f(x) = 2x + 3
porque f'(x) > g'(x) V x € [—1, 1].

En el intervalo [2, 4] crece mas rapido g(x) = x? por-
que f'(x) < g'(x) V x € [2, 4].

. Como es una funcion definida por polinomios, es deri-

vable en todo R excepto, quiza, en x = 1.

Para que sea continua en x = 1,

Xliqrrlf(x) =Xllnj+f(x) =fl)=a+b-1=2b-2=
=a—b=—1

Para que sea derivable en x = 1, ademas de ser con-
tinua, debe cumplirse que las derivadas laterales coin-
cidan.
a—-b=-1_|a
2a —b =0 b

N —

Resolviendo el sistema: {

ca) (F+ g)(1) = F(1) + g'(1) = + (_%) :%

d) (fo g)'(2) = (g2)) - g'(2) = F(1) - g'(2) =
1 2
=2 (‘5) -3
e) (g°1)'(2) = g(f2) - F(2) = g'(1) - 1'(2) =

Se calcula el minimo de la funcion. Se cumple que
f'ix) = 2x — 6 = 0 = x = 3, que corresponde a la
abscisa del minimo (f’ pasa de ser negativa a ser po-
sitiva). Para este valor, f(3) = =9 + a = 0= a = 9.

La funcion es f(x) = x> — 6x + 9.

V=m-r*-hpeo2r+2h=60= h=30—-r=
= V=ar80 — )y V' = 3ur(20 — 1)

La derivada se anula para r = 0y para r = 20, y el do-
minio de la funcion es (0, 30).
La funcién es creciente en (0, 20)
y decreciente en (20, 30). El ma- 077
ximo absoluto se obtiene para

r=20cmyh =10 cm. /
El volumen maximo es, por tanto, %
Vs = 4000w cm®
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Actividades complementarias

“ Derivadasy representacion grafica

[ Propuesta A ]

10.

. Representa graficamente las funciones polinomicas f(x), f'(x) y f”(x), siendo f(x) =

Se considera una funciéon monotona f que verifica f(2) = —3, f'(2) = 7. Calcula la derivada de su funcion inversa
en x = —3.
. La funcion f(x) = V/In(sen x) existe para infinitos valores de x, pero no es derivable en ninguno. ¢Por qué?

Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) f(x) = sen(2x) c) h(x) = sen(x?) e) j(x) = tg(2x) g) I(x) = cos x tg x
b) g(x) = 2 sen x d) i(x) = sen?(x) f) k(x) = tg(%) h) m(x) = sen® x + cos? x

. Halla la derivada de las funciones siguientes.

a) f(x) = In(x cos x) d) i(x) = In x cos x g) I(x) = cos x(x In x)
b) g(x) = e* e) j(x) = 1In 17 h) m(x) = 2 x?
c) h(x) = x e* f) k(x) = log(x* — 3x) i) nx) = In(x ix1>3

Determina en cada caso la funcion derivada.

a) f(x) = arccos(x?) c) h(x) = arctg x* e) j(x) = arctg(l t i)
b) g(x) = arccos(2x) d) i(x) = arccos?(x) f) k(x) = arcsen(%)

. Calcula, utilizando la derivacién logaritmica, la derivada de las siguientes funciones.

a) fl) = (x = 2) b) g(x) = x*~* c) h(x) = (In x)*

Obtén las derivadas primera, segunda, tercera y cuarta de la funcién f(x) = . ¢Cuadl seria la expresion general

X+ 1
de la derivada enésima de esta funcion?
. La siguiente grafica corresponde a la funcién f'(x), primera derivada de una determinada funcion %
f(x). \ /
a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) interpretando la gréfica de f’(x). \ [T
b) Estudia la curvatura y los puntos de inflexién de f(x), utilizando solamente la grafica de f'(x). \4 /
0 X

(x® — 3x).

w|—=

Haz un estudio completo de las siguientes funciones y represéntalas graficamente.

a) () = x* — 3x2 — 4 d)i(x)=’§:j21
b) glx) = X —4 e)j(x) = x* e

X+ 1
c) h(x) = 3(x — 1) — (x = 1)° f) k(x) = In(x* — 1)
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[ Propuesta B ]

10.

Las funciones fy g verifican que (f o g)(x) = (g © f)(x) = x, para todo valor real x, y son derivables en el intervalo (O, 10).
Si f(3) = 7y g(5) = 4, calcula:
a) '(3) - g'(7) b) f'(4) - g'(5)
. Justifica que la funcion f(x) = \/sen x — 1 existe para infinitos valores reales, pero no es derivable en ninguno.
Determina la derivada de las siguientes funciones.
a) f(x) = cos(2x) c) h(x) = cos*(x) e) j(x) = cos(2x) tg(2x) g) I(x) = sec? x
b) g(x) = 2 cos x d) i(x) = cos(x?) f) k(x) = tg® x h) m(x) = cotg x tg x
. Calcula las derivadas de las funciones siguientes.
a) f(x) = In(x sen x) d) i(x) = In x sen x g)l(x) = (x — 1) e
b) g(x) = 5* e) j(x) = sen(x In x) h) m(x) = In(e”)
c) h(x) = 3 x° f) k(x) = In \/)_< ) nx) = Iog<+)
x° — 3x
. Calcula la derivada de las funciones siguientes.
a) f(x) = arcsen(2x) c) h(x) = arctg(} ; i) e) j(x) = arctg(Vx)
b) gx) = arctg(%) d) i(x) = arcsen(x?) f) k(x) = arcsen?(x)
. Halla, utilizando la derivacion logaritmica, la derivada de las siguientes funciones.
a) f(x) = (x + 1) b) g(x) = x**' c) h(x) = x*~
Obtén las derivadas primera, segunda, tercera y cuarta de la funcién f(x) = " i( T ¢Cuadl seria la expresion general
de la derivada enésima de esta funcién?
. La siguiente gréfica corresponde a la funcion f’(x), primera derivada de una determinada fun- Y
cion f(x). f
a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x) interpretando la gréfica de f'(x). =2 - 7
b) Estudia la curvatura y los puntos de inflexion de f(x) utilizando solamente la gréfica de f'(x).
. Representa graficamente las funciones polinémicas f(x), f'(x) y '(x) siendo f(x) = %(4)(2 — x4
Representa las siguientes funciones tras realizar un estudio completo de las mismas.
a) flx) = x* — 3x + 2 d)i(x)=X2_1
b)glx) = (x + 1) — (x + 1)° e) j(x) = x e
_ X= 4 _ 2
c) h(x) = o 4 f) k(x) = In(4 — x?)
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[ Soluciones propuesta A |

-1\( _ - 1 = 1 = l
- (F)(=8) = f((=3) @2 7

. Porque el dominio es D = {x eER x = % + 2k

estd formado por puntos aislados. Por tanto, la funcién
no es continua en ningun punto y como consecuencia

no es derivable.

v Sy 2
. a) f'(x) = 2 cos(2x) e) f'(x) = o (20 23
b) g'(x) = 2 cos x f) g'(x) = ;—22 sec{%)
c) k'(x) = 2x cos x? g) I(x)=sen x = I'(x) = cosx

d) h'(x) = 2senxcos x h)k'(x) =0

.a) f'(x) = % —tg x c) h'(x) = e*(x + 1)

b) g'(x) = 2e* d) i'(x) = 17-(:OS)<—|nxsenx
e)j'(x) =In 17 = %(In 1 —Inx) = —%In X =
- 1) = —
. 2x—3 1
f k(x)_XQ—SX' In 10
g)I'x) = —(1 + In x) sen(x In x)
h)y m'(x) = 2°x(In 2 - x + 2)
) n'(x) = |n<X ix1)3 = 3[In 2x — In(x + 1)] =
N i 1 -~ 3
=>h(x)_3(x x+1)_x2+x
A= e o =
"y — —2 (. _ —2 arccos X
b) 9'(x) Vi d) "0 Vioe
)W) = 2 : -
(1 — x? 1+ x\ 1+ x
i+ (1 u X)
i 1 1 A
) k(X) X2 \/ v W — 1
- (3)
.a)Inf(x)=xIn(x—2) = ff’((xx)) =In(x—2)+ f 5 =
= f(0) = (x — 2)X[In(x -2+ X 2]
b) g'(x) = x*’{ln x + % ; 2]
c) h'(x) = (In x)*[ln (In x) + Ir:—x]
L f(x) = P =X+ 1)) =(—1)Kx+ 1)?
f'(x) = (=1)(=2)x + 1)°
00 = (=1)(=2)(=3)(x + 1)*
f(x) = (=1)(=2)(=3)(=4)(x + 1)°
n, — _ no, . (n+1 ( 1) .
x) = (=1)"-nl - (x + 1) = (x+1)”*‘

8.

10.

a) Es creciente en todo su dominio, ya que como
f'(x) > 0 si x # 0, significa que f(x) es creciente en
esa region. Pero también lo es en x = 0, ya que tan-
to por la izquierda como por la derecha la derivada
es positiva.

b) En el intervalo (—=, 0) f’(x) es decreciente =
= f"(x) < 0, por lo que la funcién f(x) es concava
negativa o hacia abajo. En el intervalo (0, +©) f'(x)
es creciente = f’(x) > 0, por lo que la funcién f(x)
es concava positiva o hacia arriba. En x = 0 hay un
punto de inflexion de tangente horizontal.

v ] Vv %
i \ /
/ \ /
1 l 1
0 X Nl / X
i X
/
f(x) (x) =x*—1 f(x) = 2x
Y Y| i
\
0 X 2
0 X
\
VAN ‘l
a) d) I
Raices | x= *=2.Es par. No tiene.
M(0, —4); M(2 — /5,4 — 21/5)
Extremos
m(t@, —%) m(2 + /5, 4 + 2/5)
L. 1 21 .
Inflexion I(i o _T> No tiene.
Asintotas| No tiene. AVix=2,A0:y = x + 2
i Y ll
|
— '
[
i |
0 X
b) e)
Raices |x=2. x=0.
Extremos| No tiene. M(—2, 4e72); m(0, 0)
Inflexion | No tiene. L[=\V2-2, eV 4(4\/2+6)

=V2-2 ¢7%(6-4\/2)

Asintotas| AV: x = —1; AH:y =2 | AH:y=0enx— —x

llY Y
™~ —
1 \ l
9] X 0 X
|
c) { f)

Raices |x=1;x=1=1/3 X = +\/2. Es par.
Extremos| M(2, 2); m(0, —2) No tiene.
Inflexion | 1(1, 0) No tiene.
Asintotas| No tiene. AVix=1%x=—-1"

42 ﬂ'l Actividades complementarias




[ Soluciones propuesta B |

. a

4 . qa = —1 — (— _ -2
C(Fe @) = (g N = x = {;ﬁfff((xx)))) 90 ) = g = D= 1)
) = (=1)(=2)(x + 1)
Por tanto: {; (G - g = 1) gn) — ) = (~1)(=2)(=3)(x + 1)

() = (=D(=2)(=3)(=4)x + 1)~

n, n n+ _1 " n!

() = (=1)" - nl - (x + 1) :#

. Porque el dominio es D = {x € R/x = % + 2k’n’} y
. ) 3 8.a)f'(x) >0V x € (-2, +») = f(x) es creciente en el

esta formado por puntos aislados. Por tanto, la funcion intervalo (=2, +%) y f'(x) < 0V x € (=, —2) =

no es continua en ningun punto y como consecuencia = f(x) es decreciente en el intervalo (—w, —2).

no es derivable. b) f'(x) es creciente = f"(x) > 0, por lo que la funcion

f(x) es concava positiva o hacia arriba.

) f'(x) = —2 sen(2x) 9. v v v
b) g'(x) = —2 sen x 4 | 1 oy
c) h'(x) = —2 sen x cos X / e \ X \ X R X
d) K'(x) = —2x - sen(x?) e [
e) f'(x) = 2 cos(2x) f(x) f'(x) =2x—x° f(x) =2 —3x?
f) g'(x) = 2 tg x sec? x 10. Vi v
g) k'(x) =2 tg X sec’ x / /
, 1\ / \
h) h'(x) = 0 X —oN X
|
;’
La) P = -+ co X a) d)
) , Raices |x=-2;x= -3 x =0 Esimpar
o) (x) = 2 - 87 -In 5 Extremos| M(—1, 4); m(1, 0) No tiene.
’ — X 2 .
¢) k'(x) = 3" x*(x - In 3 + 3) Inflexion | 1(0, 2) 10, 0)
d) g'(x) = % sen x + In x cos X Asintotas [ No tiene. AVix=*1;AH:y =0
Y vl ]
e) h'(x) = (1 + In x) - cos(x In x) | |
f) f’(X) l \ 1 41/
2x O\\ X [ [ +
9)g'x) = xe |
h) h'(x) = 1 b) e)
) 900 = —ox + 3 Raices |x=-2,x=—-1,x=0 |x=0
In 10(x* — 3x) M<—1 A i) m<_1 l)
3’ 7 e
Extremos
v )
2 2x 3" V27
a) f'(x) = ——— d) k'(x) =
V1 — 4x? 1 - x*
Inflexion | 1(—1,0) /(—2, i)
—1 1
b) f'(x) = X)) = —F/——m—
Y x>+ 1 )9l 2\/)_<(1 + x?) Asintotas| No tiene. AH:y=0enx— —»
I . 2 arcsen x [y Y
C) h (X) - 1+ XQ f) h (X) - \/1_—)(2
7 % 0 X
a)infx)=xInx+1) = f’(x)=ln(x+1)+ X _ - {
f(x) x+ 1 c) | f)
’ — X X
:>f(X)—(X+1)[|n(X+1)+X+ 1] Raices |[x=4 X = +\/3. Es par.
Ext No tiene. M(O, 0
b)g’(x)=x”‘[lnx+x+1] xrerrllos oTene (. )
Inflexion | No tiene. No tiene.
, sen x sen x . Y — o g, 1| AVienx = —2 (derecha
C) h (X) = X . |:COS XInx + T] Asintotas| AV: x = 2,AHy— 2 yenx = 2 (izq(uierda) )
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Actividades complementarias

“ Integracion

[ Propuesta A ]

10.

. Determina el valor del area limitada por las curvas correspondientes a las funciones f(x) =x*—xy g(x) =

Una empresa constructora quiere comprar un terreno, para lo cual realiza algunas F
mediciones y dibuja el mapa de la figura (las longitudes se dan en metros). Calcu- G
la el valor que deberd pagar sabiendo que el metro cuadrado tiene un precio de  * ° E
180 euros. o st

o <!

m

30 40 50
A B C D

. Escribe la expresion algebraica de la funcion F(x) sabiendo que F'(x) = 6x> — 6x + 5y que F(2) = 8.

Halla la ecuacion de la curva que pasa por los puntos A(1, 0) y B(—1,
f'(x) = —12x + 6.

8) y cuya derivada segunda es

. Halla las integrales indefinidas siguientes.

c) J'(Sx2 + 2x — 3)dx

e) j(x + #)dx

f) Jex/?dx

a) J(x + 2)dx
b) J(Qx + % - 10)dx d) J5 e¥ "2 dx

Calcula las siguientes integrales indefinidas.

1 cos(3x — 5)
2) J16 + x? ox ) Jsen2(3x - 5) ox
4x 1
b) Jcosz(x2 + 2) ox d JX (1 + (In)) o

. Se quiere calcular el area encerrada bajo la curva y = x*> + 2 en el intervalo [2, 3].

a) Halla las abscisas de los puntos que dividen el intervalo [2, 3] en cuatro partes iguales.
b) Halla las imagenes en los puntos en que has dividido el intervalo.

c) Aproxima el area por la que se obtiene al sumar el area de los cuatro trapecios determinados por los puntos ob-
tenidos en los apartados anteriores.

d) Calcula el area mediante la regla de Barrow y comparala con la obtenida aplicando el método de los trapecios.

Con ayuda del método de los trapecios, calcula una aproximacion del area encerrada por la funciéon y = X en

-1
el intervalo [2, 4] cuando este se ha dividido en cuatro partes iguales y compara el resultado con el que se obtiene
aplicando la regla de Barrow.

. Calcula el area limitada por el eje de abscisas y la gréfica de la funcion y = 2x — x2

En un movimiento rectilineo, la velocidad, en metros por segundo, en funcion Y|
del tiempo viene dada por la expresion v(t) = 20 + 2t — 0,2t% que aparece
representada en la grafica adjunta. El espacio recorrido por el mévil entre dos - —
instantes de tiempo es igual al area limitada por la grafica de la velocidad y
por las rectas verticales correspondientes a los tiempos inicial y final.

vims)

[INRIN

Teniendo en cuenta lo anterior, calcula para este caso el espacio recorrido por
el movil entre los instantes t, = 0 y t, = 10 segundos.

Q1
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[ Propuesta B ]

10.

Dada la grafica de la derecha correspondiente a la funcion y = f(x): Y

a) Escribe la ecuacion de la funcion.
(Ten en cuenta que esta funcién solo esté definida en el intervalo [0, 7].)

[N

b) Calcula el area limitada por la funcion anterior, el eje de abscisas y las rectas verticales \
x=0yy=T7.

. La derivada segunda de una funcion derivable en todo R es f’(x) = 2x — 5. Ademas, se sabe que tiene un maxi-

mo relativo en el punto M(1, —1). Encuentra la expresion analitica de f.

Calcula las siguientes integrales indefinidas.

a) j(10x + \/x)dx c) J(XQ + %)dx e) J; dx

b)J 6 dx d)J(%.{.l_’. 1 +X+X2>dx f)J CcOoS X dx
X+ 1 X X

. Halla las integrales indefinidas siguientes.

a) Jsen <5x + %)dx c) sz cos(x® + 10)dx
3 1 + 2Lx — 3(In)?
b) 171 e dx d)J " dx

. Dada la pardbola f(x) = x?> + k(k > 0), se quiere determinar el valor de k para que el &rea encerrada entre la pa-

rabola, el eje de abscisas, el eje de ordenadas y la recta x = k sea igual a 18 u%

. Escribe la expresion algebraica de la funcién F(x) sabiendo que f(x) = F'(x) = sen x + cos x y que pasa por el

punto O(% —2).

Se quiere calcular el drea encerrada bajo la curva y = 2x> + 1 en el intervalo [—2, 4].
a) Halla las abscisas de los puntos que dividen el intervalo [—2, 4] en cinco partes iguales.
b) Halla las imagenes en los puntos en que has dividido el intervalo.

c) Aproxima el area por la que se obtiene al sumar el area de los cinco trapecios determinados por los puntos ob-
tenidos en los apartados anteriores.

d) Calcula el area mediante la regla de Barrow y comparala con la obtenida aplicando el método de los trapecios.

. Dada la funcién y = (x — 1)%

a) Dibuja la zona del plano limitada por la funcion y por las rectas x = 1 y x = 2.

b) Aplicando el método de Barrow, calcula el area de la zona dibujada.

. Determina gréficamente el recinto limitado por las funciones f(x) = x, g(x) = x> — 4x + 4 y calcula su érea.

En un movimiento rectilineo, la velocidad, en metros por segundo, en funcion Y
del tiempo viene dada por la expresion v(t) = 3(1 — e °?"), que aparece re- —
presentada en la grafica adjunta. El espacio recorrido por el movil entre dos
instantes de tiempo es igual al area limitada por la grafica de la velocidad y
por las rectas verticales correspondientes a los tiempos inicial y final.

v mgi)

Teniendo en cuenta lo anterior, calcula para este caso el espacio recorrido por /
el movil entre los instantes t, = 0y t, = 50 segundos.

¢Qué comportamiento tiene el mévil cuando el tiempo transcurrido aumenta? 0 5 1015 ts)
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[ Soluciones propuesta A |

1. El area del terreno es la suma de las areas de los tres
trapecios en que se puede dividir.

F
G
H E
o
O o
o <
()
30 40 50
A B [ D

A = A(ABGH) + A(BCFG) + A(CDEF) =
_ (30+40)-30  (40+50)-40 , (50 +30)-50 _

2 2 2
4850 m?

El coste total sera C = 4850 -

180 = 873000 euros.

2. Se calcula primero la integral indefinida y después se fija
el valor de la constante de integracion para que se cum-
pla la condicion F(2) = 8:

F(x) = J(ze — 6x + 5)dx = 2x®* — 3x?> + bx + C
F2)=2-2°-3-224+45-24+4C=14+C=8=
=C=-6=Fkx) =2x*—-3x>+5x—6

3. Hay que integrar dos veces. Las constantes de integra-
cion se fijan obligando a que la ecuacién obtenida pase
por los dos puntos dados:

J(—12x + 6)dx = —6x> + 6x + C

+ 6x + C)dx = —2x® + 3x*> + Cx + K

2
4.a)J(x+2)dx:%+2x+K

b) j(2x + % - 10)dx - J(Zx +3x2 — 10)dx =
3x7! 3

= X +—1—1OX+K—X —Y—1OX+K

C)J(3x2+2x—3)dx=x3+x2—3x+K

3x+2 _é
d)JSe dx = 3

e) j(x + %)dx = J(x + %x’s)dx =

e3x+2 + K

BN S ENPSS CE
=Tt rK=5 4X2+K
25§X _ 12 s
J 5J§ez dx = 5e + K
1
4 4 _1 X
5. a J 6+ 1 WJ' (X)de 4arctg i K
1+ (=
4
2X
X = 2 —
J 2(x? + 2 JCOSQ(XQ + 2) ox

:2tg(x +2)+ K

8.

cos(3x=5) 4 1 Can o
2 Jsen3(3x—5) o= 3{3 sen *(3x — 5)cos(3x — 5)dx =

_ 1sen*(3x — 5) _ 1
~ 3 -2 K= 63en2(3x75)+K
1
d) [—————=-dx = tg(l + K
)Jx(1 T in o & = arctglin X
. Longitud de la particion: h = 3 ; 2 _ % =025

a) Abscisas: x = 2, x = 225 x =25, x =275 x=3
b) f(2) = 6; f(2,25) = 7,0625; f(2,5) = 8,25
f(2,75) = 9,5625; f(3) = 11

£(2)

o) A = % . [TJF f(2,25) + f(2,5) + f(2,75) + —5—

% - [8 + 7,0625 + 8,25 + 9,5625 + 5,5] =
= 3:3‘4& = 8,34375 u*
3 X3 3 8
d)J(X2+ 2)dx = [—+2x] =(9 + 6) — <_+4):
2 3 2 3
- 25 _g3
=73 =83

La diferencia entre ambas areas es de poco mas de
una centésima, aproximadamente de un 0,1%.

4 -2

Longitud de la particién: h = ya % =05
Abscisas: x = 2; x =25 x=3;x=35;x= 4
A=05- [@ +f(25) + £(3) + £(35) + %] -
=051+ — 2 +1+08+l ~ 2,233 U?

, 15 , 3 )
Por la regla de Barrow:
4
J—Q—dx=(2ln|x—1|]§=2-|n3—2~|n1 =
b, X — 1

=2-:-In3 = 2197
La diferencia es de un 1,6%.

La parabola corta el eje de abscisas en los puntos x = 0
y X = 2,y es continua y positiva en este intervalo. Por
tanto:

2 372
_ ) — 2_X_ — _§:i2
A J;(Qx x?)dx [x 3]0 4 3 U

. Los puntos de corte entre ambas curvas son Ias solu-

ciones de la ecuacién f(x) = g(x) = x = -1, ~ 5y 2.

En el intervalo (—1, —) es f> g, yen (% 2) es

_ 81, 81 _81,
~ 64 " 6a = 32

. El espacio sera igual al area entre 0 y 10 s:

2 10
e = Jv(t)dt = J (20 + 2t — 0,2t%)dt =
1 o

e 70
= 2 —_ _— = —_—
{QOt +t 0,2 3]0 3 M
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[ Soluciones propuesta B |

1

1si0sx<2
_ J38si2=x=<3
) =1253<x<5
4sibsx=<7
7 2 3 5 7
b) f(x)=jf(x)dx=de+j3dx+de+J 4dx =
0 0 2 3 5
=2:1+1:3+2:2+2:4=2+4+3+4+8 =171
. Hay que integrar dos veces. Las constantes de integra-

cién se fijan obligando a que la funcion obtenida pase
por el punto del maximo y tenga derivada nula en él.

f'(x) = J(QX — 5)dx = x* = 5x + C

1) =0=C=4 = (1) = x* — 5x + 4

3 2
f(x)=J(x2—5x+4)dx=%—%+4x+K
_ 1.5 - —
f(1) = 1=3 2-|—4-|-K— 1= K= 5 =
_x® bx? 17
:f(x)—3 5 + 4x 6

. a) J(10x + VX)dx = J(mx + x3)dx =

3
=5x2+%x%+K=5x2+2\éX_

+ K

d)J<%+l+1+x+x2>dx=
X X

2 3
AR S,

S
= X+In|x|+x+2 3

- — +
e de In|tg x| + K

COS X

mdx = /n|3 + sen X| + K

1 1
—gcos(Sx + 5) + K

2 3
W = EJT(ZX)QC'X = 5arctg(2x) + K

= lsen(x3 + 10) + K

cos(x® + 10)dx 3

1+ 2Inx — 3(In x)?

dx = Inx + (Inx)> — (Inx)* + K

O

—_— —_—
w
w

5. Al ser k > 0, la funcién es siempre positiva y, por tan-

to, el area pedida se puede calcular como:
k 3 k 3
A=J(x2+k)dx=[x—+kx] =K ke =
b 3 o 3

= k®+ 3k - 54=0= k=3

18 =

6. Se calcula primero la integral indefinida y después se

10.

2 2
A= | -1y dxz[l(x—1)3} - I /
1 3 1 \ /
I 2
3
O X

fija el valor de la constante de integracién para que se

cumpla la condicién F(%) = -2
F(x) = J(sen X 4+ cos x)dx = —cos x + sen x + C
LI I a o — - _
Ff—cosz+sen2+c 1+C 2 =
= C=—-3= F(x) = —cos x + senx — 3
Longitud de la particion: h = 4%(_2) - % 12
a) Abscisas: x = —2; x = —0,8; x = 04; x = 16;
X=28x=4
b) f(—2) = 9: f(—0,8) = 2,28: f(0,4) = 1,32;
f(1,6) = 6,12; f(2,8) = 16,68; f(4) = 33
¢) A=12- [¥+ (—08) + £(0.4) + £(1.6) + 1(28) +%] -
=12 -[45+228+132+6,12+ 16,68+ 16,65] =
= 56,88 u?

d) r (2x* + 1)dx = [%{3 + x]‘i2 =

-2

_ (128 (218 o) 2 oga
_<3+4) (3 2) 54 u

La diferencia entre ambas areas es de 2,88; es de-
cir, aproximadamente de un 5,3%.

. Los puntos de corte de las dos funciones son

= (1,1)y (4, 4)

{f(x) =X
gx) = x> — 4x + 4

En el intervalo (1, 4) es f > g. Por tanto:

A= r[x — (x> —4x+ 4)]dx = r(—x2 + 5x — 4)]dx =

_[—x®  Bx? ‘9,
—[3+2 4xl—2u

El espacio sera igual al area entre 0 y 50 s:
2 50 efo‘zz 50

e = Jv(t)dt = j 3(1 — e ™)dx = S[I + ] =
1 0

02 |,
15(9 + e = 135 m

Cuando el tiempo aumenta, la velocidad tiende a un va-
lor constante de 3 ms™' y el movil se mueve con un
movimiento rectilineo uniforme.
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Actividades complementarias

“ Distribuciones bidimensionales

[ Propuesta A ]

1. Halla la media, la mediana, la varianza y la desviacién tipica de las siguientes series de datos.
a) 10, 12, 6,7, 18, 3, 15, 5 b) 7,9 11,6,7,10,8,9, 7

2. Las estaturas de un grupo de escolares, agrupadas en clases, vienen reflejadas en la tabla siguiente.

S EHER e [144, 152) | [152,160) | [160, 168) | [168, 176) | [176, 184]
Frecuencia f; 5 12 24 6 3

a) Construye el histograma correspondiente.
b) Determina las marcas de clase y calcula la estatura media del grupo.
c) ¢Qué porcentaje de escolares no supera los 160 cm de estatura?

3. En cada una de las siguientes series estadisticas bidimensionales:

a) Dibuja el diagrama de dispersion y, observandolo, analiza el tipo de relacion que existe entre las dos variables. ¢Qué
valor aproximado darias al coeficiente de correlacion lineal?

b) Calcula las medias marginales X e ¥ y utilizalas para representar de manera aproximada la recta de regresion de y

sobre x.

c) Calcula el coeficiente de correlacion y compéralo con el valor estimado.

D P T2]s[3]z4[4]4]s]5(6]6]7[7]e]e] WEHo[+T1[1[2]2[2[3]«]4[5]5]66]7
11121213413 |14|5|14|5|5|6]|6]8|7]|8 4121314122131 1211|2|0f1]0

4. Para estudiar la relacion entre los gastos en publicidad de seis empresas de productos lacteos y las ventas realizadas
durante un determinado periodo de tiempo disponemos de los siguientes datos.

Gastos en publicidad (miles de €) 1 2 3 4 5 6

Ventas (miles de €) 12 14 14 15 18 16
a) Calcula las medias y las desviaciones tipicas marginales de las variables X: gastos en publicidad e Y: ventas.
b) Calcula la covarianza y el valor del coeficiente de correlacion lineal.

)
)
c) Obtén la ecuacion de la recta de regresion de Y sobre X.
d) ¢Qué ventas deberiamos esperar para un gasto publicitario de 8000 euros? ¢Coémo es de fiable esta estimacion?

5. Dada la siguiente serie estadistica bidimensional:

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Y 3 4 4 6 4 7 5 9 8

a) Calcula el coeficiente de correlacion lineal y explica de qué tipo es la relacion entre las variables.
b) Obtén las rectas de regresion de Y sobre Xy de X sobre Y.

6. Se ha observado una variable estadistica bidimensional ( Y) y se han obtenido los S|gwentes datos.

y se han
(5, 1), (6, 1), (7, 1), (9, 3), (5, 1), (5, 1), (6, 2), (7, 1), (3, 3), (5, 1), (7, 1), (8, 2),
(7,2), (8 2), (6, 2), (9, 3), (8 2), (5, 1), (9, 3), (6, 2), (7, 2), (9, 3), (7, 3), (5, 1)

Expresa los datos mediante una tabla de doble entrada.

Calcula el coeficiente de correlacion; équé significado puedes darle?

Obtén la recta de regresion de Y sobre X.

¢Qué valor de y esperariamos encontrar para x = 10? ¢Como de fiable es esta estimacion?

a
b
c
d

= = =

7. En una variable bidimensional (X, Y), las rectas de regresion vienen dadas por las ecuaciones 4y + x — 6 = 0 (rec-
ta de regresion de Y sobre X) e y + 2x — 5 = 0 (recta de regresion de X sobre V).

a) Obtén los valores de las medias de las distribuciones marginales.
b) Halla el valor del coeficiente de correlacion.

8. Consideremos el siguiente conjunto de datos:

X 1 3 4 5 7 8 9 10 11 12 14 16 23
\4 7 11 13 15 15 17 16 18 3 18 20 21 4

¢Podrias predecir el valor de la variable y para x = 67 Realiza la estimacion mediante la recta de regresién y mediante

la recta de Tukey med-med.
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[ Propuesta B ]

1. Halla la media, la mediana, la varianza y la desviacién tipica de las siguientes series de datos.
a)5924,6,85,3, 7,1 b) 23, 20, 23, 26, 23, 25, 26, 29, 27

2. El numero de dias de nevada registrados en los Ultimos 50 afios en una estacion de montana, agrupados en clases,
viene reflejado en la tabla siguiente.

Dias de nevada [44,50) | [50,56) | [56,62) | [62,68) | [68,74]
Aios (Frecuencia f)) 5 12 24 6 3

a) Determina las marcas de clase y calcula el nimero medio de dias de nevada en la estacion.
b) Construye el histograma de frecuencias.
c) ¢Qué porcentaje de afios ha habido menos de 50 dias de nevada?

3. Los valores de dos variables X e Y se distribuyen segun la siguiente tabla.

X 1 2 4 5 6 0 8 8 8 7 9
\ 4 2 5 2 3 3 5 3 3 10 4 8

a) Calcula el coeficiente de correlacion.
b) Obtén la recta de regresion de Y sobre X.
c) ¢Seria fiable el valor que obtendrias para X = 10?

4. De una serie estadistica bidimensional se conocen los siguientes parametros.
X=23y=23s=255s=255,=225

a) Obtén el valor del coeficiente de correlacién de la variable bidimensional.

b) Calcula la ecuacién de la recta de regresion de y sobre x. ¢Qué valor de y se espera encontrar para x =2.
c) Calcula la ecuacion de la recta de regresion de x sobre y. {Qué valor de x se espera encontrar para y = 6?
d) ¢Cémo de fiables son las predicciones anteriores?

5. Las puntuaciones obtenidas por un grupo de aspi- . "y
rantes a pilotos de aviacion comercial en dos prue- Velg:::ra:z:‘:::::;on 10-20 20-30 30-40 40-50
bas en las que se trataba de medir la velocidad de
reaccion vy la destreza manual fueron las mostradas 0-10 5 3 0 0
en la tabla de la derecha. 10-20 2 6 1 0
a) ¢Qué puntuacion en destreza manual se espera 20-30 0 1 4 2
encontrar en un aspirante calificado con 32 en
la prueba de velocidad de reaccion? 30-40 0 3 3
b) ¢Qué puntuacion obtendra en velocidad de reac- 40-50 0 1 2
cién un aspirante que ha obtenido 19 en la otra
prueba?

c) ¢Como de fiables son las predicciones anteriores?

6. De una encuesta realizada entre 50 escolares de 2.° de ESO, para estudiar Numero de asignaturas
si el numero de horas que estudian semanalmente tiene mucha o poca re- suspensas
lacién con el nimero de asignaturas que suspenden, se obtuvo la siguiente
tabla.
a) Determina el tipo de correlacion que existe entre el niumero de horas y
el nimero de suspensos.

b) Efectlia la estimacién del numero de horas que estudia semanalmente
un alumno que suspende 5 asignaturas.

NN

N | W

)
o
(<]}

<
[}

o
o
Q
£

5

4

W]l o N

puesto organico destinado a jardineria se han observado las variables “nimero
de dias transcurridos desde el riego” (X) y “porcentaje de humedad del com-
puesto” (Y), obteniéndose los datos de la tabla.

a) ¢Qué grado de humedad se espera encontrar a los siete dias del riego?
b) ¢Cuantas horas han de pasar desde el riego para que el grado de humedad sea del 50%?

90 80 70 50 30

7. En un estudio realizado para determinar la rapidez de desecacién de un com- ] D) 3 4 5
\ 4

8. Se considera la variable bidimensional de la tabla. X 5 3 4 5 5
Representa el diagrama de dispersion. Y 5 7 s ) 11
b) Construye la tabla auxiliar de datos y calcula a partir de ella X, ¥, s,, S,, S,
yr.

c) Determina y representa sobre el diagrama de dispersion la recta de regresion de Y sobre X.
d) Calcula el coeficiente de determinacion para valorar la bondad del ajuste que se realiza con la recta hallada.
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[ Soluciones propuesta A |

1. a)x =95, M =85; s> = 23,75; s = 487
b) X = 822; M = 8; s> = 2,40; s = 1,55
2. a),,
18
12
6

0" 144 152 160 168 176 184
Talla (cm)
b) Marcas de clase: 148, 156, 164, 172, 180
Media: X = 162,4 cm

¢) Hay 17 chicos por debajo de 160 cm, lo que repre-

17
PRI = 0)
senta: 50 100 34%.

Relacion lineal positiva fuerte

X = 4,75,y = 4,56

Recta de regresiéon: y = 0,93x + 0,15
Coeficiente de correlacion lineal: r = 0,94

y=0,93x+0,15

8
6
4
2

O 1 23 4567829

ii) Relacion lineal negativa fuerte
X =333y =187
Recta de regresion: y = —0,46x + 3,41

Coeficiente de correlacion lineal: r = —0,80
4 y=-0,46x 1 3,41

3

2

1

O 1 2 3 4 5 6 7\8\9

4.a)X =35,y = 1483;s, = 1,71; 5, = 1,86
b) sxy = 2,75, r= 0,86

c) Recta de regresion de las ventas sobre el gasto en
publicidad: y = 0,94x + 11,53

d) Para un gasto en publicidad de 8000 €, las ventas
esperadas serian de 19000 € aproximadamente. Esta
estimacion es fiable, ya que el coeficiente de correla-
cién es préximo a 1 y el valor de x no esta muy ale-
jado de los utilizados en el ajuste.

5.a)x = 5:y = 556;s, =258 s, = 195 s, = 433
El coeficiente de correlacion lineal es r = 0,86; la re-
lacién entre las variables es positiva y fuerte.

b) Recta de regresion de y sobre x: y = 0,65x + 2,31
Recta de regresién de x sobre y: x = 1,14y — 1,33

b)X = 6,79; ¥ =1,83; s, =

144; s, = 08; s, = 092

El coeficiente de correlacion lineal es r = 0,801; la re-
lacion entre las variables es positiva y bastante fuer-
te, por lo que las estimaciones que realicemos con la
recta de regresion tendran un buen grado de fiabili-
dad.

c) La recta de regresion de y sobre x es:
y = 0,444x — 1,18

d) El valor que obtendriamos al estimar y sustituyendo
x = 10 en la recta de regresion es y = 3,26; la esti-
macion es buena, ya que el coeficiente de correlacion
es préximo a 1.

7. a) Como el punto (X, ) pertenece a ambas rectas de
regresion, es la solucién del sistema

4 +Xx —-6=0 ——
{7 L ox — 5 =0 Por tanto, (X, ¥) = (2, 1)
b) Las rectas de regresiéon vienen dadas por y — 1 =
S S
=—2-(x—2ex—2=-=%-(y— 1) Por tanto,
X y
S S
el producto s—*; . S—*; es igual a r% En nuestro caso
x y
resulta r? = LT B Como las pendientes
4 2) " & P

son negativas, la covarianza es negativa, y también
lo es el coeficiente de regresion, por lo que

1_ V2
S

r= — g

8. Hay dos puntos, (11, 3) y (23, 4), que se alejan mu-
cho de la nube que forman los demas puntos. Por tan-
to, el ajuste serd mejor con la recta de Tukey que con
la recta de regresion.

Y
y=0,61x+ 10,
) .
o
.
15
S faWatl 1
=0,01x+ 15,
<
o
[ .
o
0 : 10 15 2

Recta de regresion: y = 0,01x + 13,6
Recta de Tukey: y = 0,61x + 10,1

Si x = 6, entonces y = 13,76.

Se puede observar que en las proximidades de x = 6,
las dos rectas son parecidas, pero al tomar valores de x
mas alejados, los pronoésticos son muy diferentes y mu-
cho mejores en la recta de Tukey.
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[ Soluciones propuesta B |

L

.a) X = 5273,y =

a)X =5 M=5;s2=6;s, =245
b) X = 24,67; M = 25; s? = 6,44; s, = 2,54
. a) Marcas de clase: 47, 53, 59, 65, 71

Media: X = 58,8 dias

b) 24
18
12
6
] =
OlY 44 50 56 62 68 74
Dias de nevada
c) % 100 = 10%

4,364; s, = 2,988; s, = 2,422,
s, = 2,5637. El coeficiente de correlacion lineal es
r = 0,351.

b) La recta de regresion de y sobre x es:
y = 0,284x + 2,865.

c) La correlacion es demasiado débil para que se pue-
da usar la recta de regresion para hacer estimaciones
fiables.

S, 2,25

.a)r = = =09
Skt Sy V25 -V25
v S L sy 3222 )
b)y y - sz (X X) y 3 - 2v5 (X 3)
—- y=09% + 03
Para x = 2 obtenemos el valor y = 2,1.
=Sy sy 3 =225 gy
C) X X = 32 (y y) X 3 - 2‘5 (y 3)

y

—- x =09y + 03

Las dos rectas de regresion tienen la misma forma,
ya que las variables marginales tienen la misma me-
dia y la misma varianza.

Para y = 6 obtenemos el valor x = 5,7.

d) Los valores estimados mediante las rectas de regre-
sién tienen un alto grado de fiabilidad, ya que la co-
rrelacion lineal es fuerte por ser el coeficiente de co-
rrelacion 0,9.

X = 29,85y = 21,06; s, = 1048; s, = 12,78;
s, = 110,01

a) y = 1,001x — 8,838. Se espera una puntuacion de
23,22.

b) x = 0,674y + 15,658. La puntuacion esperada es de
28,46.

c) El grado de fiabilidad de las predicciones es alto, pues-
to que el coeficiente de correlacién es r = 0,82.

6. a) Hay una correlacion fuerte y negativa, es decir, a ma-
yor numero de horas, menor numero de SUsSpensos.

X = 2,42 suspensos; ¥ = 5,12 horas; s, = 1,834;
s, = 2,783; s, = —433;r = —-0,85
b) La recta de regresion es

_ S, _ —4,33
—X=—(y—-y) —=x—242 = ’
XmX=gl =N =x (2,783
y paray = 5 — x = 2,49, es decir, estudia alrede-

dor de dos horas y media a la semana.

(y - 5'1 2):

=3,y =64;s =141, s, = 21564; s, = —30;
= —0,985

7 X
r
a) y = —15x + 109.

El grado de humedad esperado es del 4%.
b) x = —0,064y + 7,138.

Han de transcurrir 3,9 dias, es decir, algo menos de

94 horas.
8.a) I
12 y=13x+26
(0] 3 5 X
b) X Yi X; yi Xy,
2 5 4 25 10
3 7 9 49 21
4 8 16 64 32
5 8 25 64 40
6 11 36 121 66
sumas 20 39 90 323 169
L 20 _
X=5=4
_ 39
y = 5 = 7,8:
90
2 Y oq2 —
X; 5 4 2;
s2=323 _ 78 =376
5
s, = 141, s, = 1,94
s, =% _ 4. 78 =26
5
_ 2,6 _
r=941 104 99
_ S _
c)y—y=?-(x—x)—>y= 1,3x + 2,6

d) El coeficiente de determinacion es r> = 0,90.

Por tanto, el ajuste lineal se puede calificar de muy
bueno.
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Actividades complementarias

“ Combinatoria

[ Propuesta A ]

10.

11.

12.

13.

Calcula el valor de:
a) Gy, b) Vs s c) VR, , d) PR%>®

. ¢Cuantos numeros de dos cifras distintas se pueden formar con las cifras 2, 3 y 5?

Representa el diagrama en arbol para formar todos los resultados posibles.

¢Cuantos productos de dos factores distintos se pueden formar con las cifras 2, 3 y 5?

. Resuelve las siguientes ecuaciones.

a) V,s =6V, b)2-C,,=5-C, C) Vivio+ Voo + Voo, =20

Dados 10 puntos en un plano de modo que tres cualesquiera de ellos no estén situados en linea recta, écuantos
cuadrilateros diferentes podran formarse?

. Lanzamos una moneda al aire 12 veces. Supongamos que siete veces sale “cara” y las cinco restantes sale “cruz”.

¢De cuantas maneras distintas podemos obtener este resultado?

En una caja hay una bola blanca, dos rojas, tres verdes y nueve negras. Si extraemos todas las bolas de una en una,
écuantas ordenaciones de colores podemos obtener?

. Con las letras de la palabra ORDENADOR:

a) ¢Cuantas palabras distintas pueden formarse?
b) ¢Cuéntas de ellas tienen las dos D juntas?

c) ¢Cuantas empiezan por RR?

. Halla los valores de m y n sabiendo que V,,, = 272y C,, = 136.

my_ __ [(m—1
Comprueba quen-(n>—m (n— 1).

Si colocamos en orden alfabético todas las palabras con o sin sentido que podemos formar permutando las letras
ABCDE:

a) ¢Qué lugar ocupa la palabra CADBE?

b) ¢Qué palabra ocupa el lugar 90?

En una plantacién de maiz hay 10 puntos de riego automatico que se pueden activar independientemente. Determi-
na de cuantas maneras distintas puede regarse la plantacion si:

a) Deben activarse exactamente seis puntos de riego.
b) Deben activarse al menos seis puntos de riego.

¢) Como maximo pueden estar activados tres puntos de riego.

¢De cuantas maneras puede pintarse una cuadricula como la de la figura si: 1213
a) Cada casilla puede ser blanca o negra, indistintamente. 215 |6
b) Debe haber 5 casillas blancas y 4 negras.

71819

52 ﬂ'l Actividades complementarias



[ Propuesta B ]

10.

11

12.

13.

Calcula el valor de:
a) Cg 6 b) Vis c) VR, , d) PR3 >*

. ¢Cuantos numeros de dos cifras, iguales o distintas, se pueden formar con las cifras 2, 3 y 5?

Representa el diagrama en arbol para formar todos los resultados posibles.

Simplifica las expresiones siguientes:

) 4! + 51 b) m! 6! - 8!
8 34l (m — 2)] 719l

. ¢De cuantas maneras pueden viajar cinco personas en un coche si solo dos de ellas saben conducir?

. Con las cinco vocales, ¢cuantas palabras de cuatro letras pueden formarse si queremos que, al igual que

AEEA, sean simétricas? ¢Cuantas palabras de este tipo podemos formar si queremos que tengan cinco letras?

. Con los numeros 2, 3, 5, 7, 11 y 13:

a) ¢Cuantos productos distintos de cuatro factores podemos obtener?

b) ¢Cuéntos de ellos acaban en 0?

Calcula el valor de x sabiendo que V, s = 360360 y V, ; = 2730.

. ¢Qué relacion existe entre my n si se verifica la igualdad: <r;)) =2- (m N 1)?

n

. Con nueve personas tenemos que formar tres comisiones, una de dos, otra de tres y la Ultima de cuatro personas.

¢De cuantas maneras distintas podemos hacerlo?

Queremos ordenar en un estante cinco novelas, cuatro libros de arte y seis de cocina. ¢éDe cuantas maneras pode-
mos hacerlo si los libros del mismo tema deben estar juntos?

Observa el gréafico siguiente. %

a) ¢Cuantos caminos distintos podemos trazar si partimos del punto (0, 0) y que-
remos llegar al punto (6, 7), y los Unicos movimientos validos son avanzar por (4
la cuadricula hacia la derecha y hacia arriba como en el camino sefialado?

)}

[

b) ¢Cuantos de ellos pasan por el punto (2, 4)? " 4
c) ¢Cuantos de ellos pasan por los puntos (2, 4) y (4, 6)? 3
:
0 E :

¢Cuantas palabras de cinco letras se pueden formar con siete consonantes y tres vocales de manera que cada una
empiece por consonante, tenga al menos dos vocales y sean todas las letras distintas?

En una papeleria han llenado una caja con restos de boligrafos, rotuladores y lapiceros. En un cartel anuncian la si-
guiente oferta: “20 unidades por 5 euros”. {Cuantos lotes diferentes se podran escoger suponiendo que solo hay un
tipo de boligrafo, otro de rotulador y otro de lapicero?
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[ Soluciones propuesta A |

|
:ﬁZZS C)VR7‘2:72:49
10!

b) Vos = 65 4 =120 d) PRE" = 57— = 1260

. No intervienen todos los 3 —— 23
numeros, influye el ordeny 2 <
no hay repeticiones: 5 > 25
2 —» 32
V,, = 3+ 2 = 6 numeros 3<
b 5 —> 35

distintos.
2 — 52
5 <
3 ——» 53

. No intervienen todos los numeros y no influye el orden:
VS,Q

G, = P,

= 3 productos distintos.

L) Vs =6V, =

= x(x — x — 2)(x — 3)(x — 4) =

=6x(x — )(x — 2)

Comox>5= (x—3)(x—4) =6 =

= x> —-7x+8=0=>x=6

(la solucion x =1 no es valida).

. X! - X!

0) 2C,. = 8C.. = 20— a1 = S — 2y 2

Simplificando: x> — 5x — 24 =0 = x = 8

(la solucion x = —3 no es valida).

c) Vivio T Voo +V,y, =20 =

=X+ Ix+xx—1)+Kx—-1)Kx-2) =20 =
=x*—-x—-6=0=x=3
(la solucion x = —2 no es valida).

. Al no haber tres puntos alineados, cuatro de ellos deter-
minan un cuadrilatero. El nimero total de cuadrilateros

10!
- = 210.

serd Cy 4 = 6 41

. Son 12 elementos de los cuales hay 7 y 5 repetidos:
12!

P’ = =g = 792 maneras distintas.

. Tenemos 15 elementos entre los cuales hay 2, 3y 9 re-
petidos. El numero total de ordenaciones de color sera
15!
11-20-38-9

1,289 —
Py =

= 300300.

. a) Influye el orden y hay letras repetidas:

9!
110202021

pL11.222 —
9

= 45360 palabras.

b) Consideramos DD como una sola letra:

8!
11112121

1,1,1,1,22
P =
8

111 = 10080 palabras.

c) Permutamos las 7 letras restantes:

7!
-1 20- 21

pitt22 —
7

= 1260 palabras.

9.

10.

11.

12.

13.

Como

Vo 272 _ _
Con= P, = 136 = P =P =2=n=2
Sustituyendo:
Voo =mm—1) =272 =m> —m — 272 = 0 =

= m= 17

(la solucion m = —16 no es valida).

Desarrollando las dos expresiones llegamos a resulta-
dos idénticos:

.m)_ m_ m!
n (n _n(m—n)!n!_ (m—n)!(n— 1)
m- 1) _ (m — 1)! _
m'(n—1)*m m—1—-(n=10l(nh—-1)1
m!

(m—=n)! (n — 1)!

El numero total de palabras sera igual a las permuta-
ciones de 5: P, = 5! = 120.

a) Empiezan por A las palabras que se obtienen al
permutar entre si las otras cuatro letras, esto es,
P, = 4! = 24, Por la misma razon, empiezan por B:
P, = 4! = 24,y por CAB: P, = 2! = 2, ya que en
este caso solo podemos permutar dos de las cinco
letras, al estar las otras tres fijas.

La siguiente es la permutacion CADBE, que, por tan-
to, ocupa el lugar 24 + 24 + 2 + 1 = 51.

b) Empiezan por A 24 letras; por B, otras 24, y por C,
24 mas. En total hay 24 - 3 = 72 palabras anterio-
res a las que empiezan por D.

Empiezan por DA: P, = 3! = 6. Empiezan por DB
otras 6, y por DC, 6 mas. Asi, hay 72 + 6 - 3 = 90
permutaciones anteriores a las permutaciones que
comienzan por DE.

La permutacion buscada es la ultima de las que co-
mienzan por DC: DCEBA.

a) No importa el orden en que se activen:
Cios = 210

b) Podemos activar 6, 7, 8, 9 6 10 puntos de riego:
CTO,G + C10.7 + C10.8 + C10,9 + C10,10 = 386

c) Podemos activar 3, 2, 1 o ningun punto de riego:
Ciost+ Cps+ Cp, +1=176

a) En cada casilla podemos elegir entre dos posibilida-
des, Blanco o Negro,

VR, = 2° = 512.

b) De las 9 casillas, elegimos 5 para el Blanco.

9!
(9 — 5) - 5

(las restantes son negras).

Cos = =126
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[ Soluciones propuesta B |

8!

:WZQS C) VR2’7:27:128

|
by V., =7-6-5 =210 d) PR;**= 9

. a) Gy,
=1260
. No intervienen todos los nu-

meros, influye el orden y
puede haber repeticiones:

= 2134l
—> 22
—> 23
—> 25

2
2<3

5

2 — > 32
3<3—>33

5 —> 35

2

3

5

VR, , = 3° = 9 numeros

distintos. 5o
— 3 —>53
° —> 55
445 4454  1+5
R TI TR Ty R TR
m! _mm-1)m=-2
o) T =2y = m = 2) =m=m
o 6L 8 _ 6! - 8! _ 1
71-9 ~ 71-6l-9 -8 _ 63

. Podemos elegir al conductor de dos maneras, y para
cada una de ellas, las restantes personas se pueden co-
locar de P, formas. Por tanto, seran:

2P, = 2 - 4! = 48 maneras posibles.

. Con cuatro letras: elegimos las dos primeras, ya que las
dos ultimas quedan fijadas por la primera eleccion. Las
dos primeras letras pueden ser cualesquiera de las cin-
co vocales, se pueden repetir, y el orden, obviamente,
importa:

VR; , = 5% = 25

Con cinco letras: en cada una de las palabras de cua-
tro letras tenemos 5 posibilidades para afadir una letra
central:

5-VR,,=5-5 =125

6!

ST a7 — 19 productos.

. a) No influye el orden: C; , =

41
21 - 2l

b) Los que contengan al 2y al 5: C, , = = 6.

L Vs = x(x — 1)x — 2)(x = 3)(x — 4) y
Vs =x(x — 1)x — 2)

Calculando el cociente y simplificando, ya que x debe
ser mayor que 5:

v,
V‘*Z:(x—s)(x—4):%:132=
= x> - 7x—120=0=x =15
(la solucion x = —8 no es valida).
m_2 m — 1 m! _
. =9. - M
n n (m—n)'n!
— (m— 1)

m—-—1—-—n!n"
Simplificando esta igualdad obtenemos

m
m —n

=2=m= 2n.

9.

10.

11.

12.

13.

Para formar la comision de dos personas hay C,, posi-
bilidades.

Para cada una de estas posibles comisiones hay C,,
maneras de elegir la comision de tres personas.

Elegidas las dos primeras comisiones, la tercera que-
da automaticamente fijada, con lo que en total hay

9! 7!
Cozw Cro =791 a1

3 1260 formas de ele-
gir las tres comisiones.

Para decidir la colocacion de los tres tipos de libros te-
nemos P, = 3! posibilidades. En cada una de estas or-
denaciones tenemos P, = 5! maneras de colocar las
novelas, P, = 4! de colocar los libros de arte y P, = 6!
de colocar los libros de cocina.

En total hay P, - P; - P, - P, = 3! - 51 - 4l -
= 12441600 maneras de colocar los libros.

6! =

a) Para llegar de (0, 0) a (6, 7) hay que avanzar 6 a la
derecha (D) y 7 hacia arriba (A).

13!
6! - 7!

po = = 1716 caminos

b) De (0, 0) a (2, 4) hay que avanzar 2D y 4A =
= P2* caminos. De (2, 4) a (6, 7) hay que avanzar
4D y 3A = P%°® caminos.

En total habra

6! 7!

R T T TR T

= 525 caminos.

c) De (0, 0) a (2, 4) hay que avanzar 2D y 4A =
= P2* caminos. De (2, 4) a (4, 6) hay que avanzar
2Dy 2A = PZ? caminos.

De (4, 6) a (6, 7) hay que avanzar 2D y 1A =
= P2 ' caminos.

En total hay

6! 41 3!
21 41

Pet - Pit- Pyl = o2l oAl

= 270 caminos.

La primera letra podemos elegirla de 7 maneras. Las
cuatro letras restantes pueden ser: dos vocales y dos
consonantes: V; , - V; , O tres vocales y una conso-
nante: P, - 6.

El nimero total de palabras sera:
7(\/3,2 : V6,2 + P 6) =
=73-2-6-5+3-2-6)=1512

Cada lote se diferenciara de los demas en que tenga
algun elemento distinto, pero el orden de los elemen-
tos en el lote no es importante; por tanto, se trata de
calcular las combinaciones con repeticién de 3 ele-
mentos tomados de 20 en 20.

(3 + 20— 1) 22! 22 - 21

CRowo = 013 — 1y~ 201- 21— 3

= 231 lotes distintos.
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Actividades complementarias

“ Probabilidad

[ Propuesta A ]

10.

11.

En el experimento aleatorio cuyo espacio muestral es E = {a, b, ¢, d, e, f} se consideran los siguientes sucesos:
A=1{b e f},B={ac de}yC={d e f}. Calcula los sucesos siguientes.

a) A dANC g9ANB ) ANB m)An (BUC)
b) B e)AUB h) BU C klAUB nj An(BNCAC
c) C fy AU B ) AU (BN C) ) AU ((BnNC) fi) AN B)NC

. En una bolsa hay cuatro bolas blancas y tres negras. Calcula la probabilidad de que al sacar tres bolas, simultanea-

mente:
a) Sean las tres blancas. b) No haya ninguna bola blanca. ¢) Haya una unica bola blanca.

Un experimento consiste en extraer una bola de una bolsa que contiene tres bolas blancas, dos azules y una roja.
Sobre el espacio muestral E = {b, a, r} de sucesos de este experimento se define una funcién p del siguiente modo.

p(@®) = 0 p((a) = p((b, a)) = 2 plia 1) = 5

[— w|—=

p((bY) = 7 p(r) = p((b, 1) = + p(E) = 1

Comprueba si la funcion p asi definida es una probabilidad.

. Halla la probabilidad de un suceso sabiendo que la suma de su cuadrado y del doble de la probabilidad de su su-

ceso contrario es %

Se lanzan tres dados. Halla las probabilidades de los siguientes resultados.
a) La suma de los puntos obtenidos es 5.

b) La suma de los puntos obtenidos es muiltiplo de 5.

¢) La suma de los puntos obtenidos es menor que 5.

. De una baraja espafiola de 40 cartas se extraen dos a la vez. Halla la probabilidad de que:

a) Sean dos copas. c) Sean un rey y un as.
b) Sean dos reyes. d) Sean el as de copas y el de bastos.

De una bolsa que contiene 6 bolas blancas y 4 negras se extraen 3 bolas. Halla la probabilidad de que sean 2 bo-
las blancas y 1 negra si:

a) Se extraen las 3 bolas a la vez.
b) Se extrae 1 bola, se anota su color y se devuelve a la bolsa antes de la siguiente extraccion.

. Un examen estda compuesto por 8 preguntas, con 4 respuestas posibles cada una, de las cuales solo una es co-

rrecta. Uno de los estudiantes que realizan el examen responde al azar a cada pregunta.
a) ¢{Cual es la probabilidad de que conteste correctamente al menos siete preguntas?
b) ¢Cudl es la probabilidad de que no acierte ninguna?

. En una fabrica de bombillas hay tres maquinas A, By C que realizan, respectivamente, el 50%, el 30% y el 20% de

la produccion. Los porcentajes de productos defectuosos por cada una de esas maquinas son, respectivamente, el
3%, el 4% y el 5%. Se elige una bombilla al azar ¢Cudl es la probabilidad de que sea defectuosa?

Sobre la mesa tengo tres cajas con botones; la primera tiene 5 botones; la segunda, 7, y la tercera, 8, pero en cada
una de ellas hay un unico botén negro. Si elijo al azar una caja y saco de ella un boton:

a) ¢Cual es la probabilidad de que sea negro?
b) Si he sacado un boton negro, écual es la probabilidad de que sea el de la primera caja?

La urna A contiene 4 bolas blancas y 2 negras, y en la uma B hay 2 bolas blancas y 5 negras. Se toma al azar una
bola de Ay, sin mirarla, se introduce en B. A continuacion se extraen sin reemplazamiento dos bolas de la urna B.

a) Calcula la probabilidad de que ambas bolas sean blancas
b) Calcula la probabilidad de que una bola sea blanca y otra negra.
c) Si resulta que hemos extraido dos bolas blancas de la urna B, icudl es la probabilidad de que la bola que pasa-

mos de A a B fuera negra?
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[ Propuesta B ]

10.

1.

En el experimento aleatorio que consiste en extraer una carta de una baraja se consideran los siguientes sucesos:
A = “salir espada”’, B = “salir caballo” y C = “salir as de espadas o caballo de copas”.
Interpreta los siguientes sucesos y calcula su probabilidad:

a) AU B b) BU C c)ANB dANC
. Ay B son dos sucesos de un experimento aleatorio de los que se conoce P(A) = % P(B) = % y P(AN B) = %
Calcula la probabilidad de los siguientes sucesos.
a) A c)AUB e)AUB
b) B d)ANB fy AUB

Sea E = {a, b, c} el espacio muestral de un experimento aleatorio y p una funciéon de probabilidad definida sobre el
espacio de sucesos asociado a E del siguiente modo.

plla) = & p(ib) = + p(e) = &

Se consideran los sucesos A = {a, b} y B = {b, c}. Calcula las siguientes probabilidades.
a) P(A) c) P(A U B) e) P(A N B)
b) P(B) d) P(A N B) f) P(A N B)

. Una urna contiene bolas numeradas como muestra el siguiente esquema. Se extrae una bola. Determina la probabi-

lidad de los siguientes sucesos.

a) Extraer un 2. d) Extraer un numero par. 11 1 1 2 3
b) Extraer un 5. e) Obtener un numero impar. 4 2 2 2 4 3
c) No obtener un 3. f) Obtener un nimero mayor que 3. 45 5 0 0 0

. En un centro de investigacion genética, el 55% de los investigadores son meédicos; el 55%, bidlogos, y el 20% tiene

ambas especialidades. Si se selecciona un investigador al azar, halla la probabilidad de que:
a) Sea médico o bidlogo.

b) Sea médico, pero no bidlogo.

c) Tenga una especialidad distinta a las anteriores.

. En una gran ciudad se elige un automovil al azar y se anota su nimero de matricula, que esta formado por cuatro

cifras escogidas del 0 al 9. Calcula la probabilidad de los siguientes sucesos.

a) Las cuatro cifras son diferentes. d) Tiene exactamente tres cifras iguales.
b) Solo tiene dos cifras iguales. e) Todas las cifras son iguales.
c) Tiene dos pares de cifras iguales. f) La matricula empieza y termina por 0.

Ay B son dos sucesos de un experimento aleatorio. Sabiendo que P(A) = 0,3, P(B) = 0,6 y P(A/B) = 0,32, halla:
a) P(AN B) b) P(A U B) c) P(A/B) d) P(B/A) e) P(A U B)

. Un juego consiste en lo siguiente: se extrae una carta de una baraja de 40 cartas, se observa su valor y se vuelve

a introducir en la baraja. Se realiza esta extraccién 10 veces. Gana el jugador que haya extraido exactamente cinco
figuras no necesariamente iguales. ¢Cuél es la probabilidad de ganar el juego?

. Una urna A contiene una bola azul y tres rojas. Otra urna B tiene cinco bolas azules y tres rojas. Se extrae al azar

una bola de Ay se introduce en B. Finalmente se saca una bola de la urna B.
a) Indica los cuatro resultados posibles y calcula la probabilidad de cada uno.
b) Calcula la probabilidad de que la bola extraida de la urna A sea azul si hemos sacado de B una bola roja.

Para detectar la incidencia de una enfermedad en una poblacion se aplica una prueba de la que se conoce que 1
de cada 10000 personas en las que el resultado da negativo padece la enfermedad y 1 de cada 100 en las que la
prueba resulta positiva no la padece. Si el porcentaje de resultados positivos fue del 1%, écudl es la probabilidad de
que la prueba dé positivo en una persona que padece la enfermedad?

Se tienen dos dados, uno normal y otro trucado en el que hay 4 unos y 2 doses. Se elige un dado al azar y se tira
dos veces.

a) ¢Cual es la probabilidad de obtener 1 en la primera tirada y 2 en la segunda?

b) Sabiendo que el resultado de la primera tirada ha sido 1 y el de la segunda 2, ¢cudl es la probabilidad de que
hayamos escogido el dado trucado?
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[ Soluciones propuesta A |

-

. No es una probabilidad. {b, r} =

13
PP+ 2(1 - p) =5

. a) P(suma 5) = 5 _

. a) P(dos copas) = —— =

a) A ={a c d) ) AU(BNC)={b d e f
b) B = {b, f} i) ANB=1{abcdf}
c) C = {a b, c} Kl AUB =1{ab,c d f}
dANC={ef} ) AU(BNC)={abcerf
e)AUB=E m) AN (BUC)={b e}
fy AUB = nj An (BN C) = {d)
9gANB=d f) AN B)NC={df
h)BUC = {a ¢ d e f}
_ G 4
. a) P(sean las tres blancas) = C,, 35
b) P(no haya ninguna bola blanca) =
_ _1 1
= P(las tres sean negras) = c. 3
. _ 4G, _ E
¢) P(haya una Unica bola blanca) = ~<C. "3

{b} U {r} es union de

1
— mientras

dos sucesos incompatibles, pero p({b, r}) = 3

que, por el tercer axioma, deberia ser

p(b, r}) = p({b} U {r}) = p({b}) + p({r}) =
_1,.1_2

2 6 3

=90’ - 18p+5=0=

p:

U
w| o1 w|—=

p > 1 No es valido

6"~ 36
6 +27 +10 _ 43

6° 216

c) P(suma menor que 5) = % - 51_4

b) P(suma multiplo de 5) =

C1O, 2

C4O, 2

o
- e

C
b) P(dos reyes) = % =
40, 2

c) P(unrey y un as) = % =
40, 2

—
AC»J
o

5
195

d) P(as de copas y as de bastos) = —~—— =

8. A = “acertar la respuesta correcta”. P(A) = 0,25

a) P(al menos 7 correctas) =
= P(7 correctas) + P(8 correctas) =
8- [p(A)]" - [1 = p(A)] + [p(A)F =
8 - (0,25)" - 0,75 + (0,25)° = 0,00038147

b) P(no acertar ninguna) = (0,75)® = 0,1

9. D = “pombilla defectuosa”.

Conocemos:
50 30 20
P(A) = 155 P(B) = 355+ P(C) = 1557
38 4 5
Por el teorema de la probabilidad total:
p(D) =
= p(D/A) - p(A) + p(D/B) - p(B) + p(DIC) - p(C)
3 % ., 4 30 5 20 _
100 100 100 100 100 100
_ 87 _
1000 0,037
10. C, = “elegir la caja /"

N = “sacar un botén negro”
a) p(N) = p(N/C,) - p(C)) + p(N/C,) - p(C,) +

1(1 1
+ PINIC) - PIC) = §(3 + 5 +

b) P(C.IN) = ——p(N/%(),\})p(C‘) =

1

1.1
5 3

11 1 1
5%*7*@

“extraer bola blanca de A”
“extraer bola negra de A’

0. B, =
N, =

a) B = “las dos bolas son blancas”
p(B) = p(B/B,) - p(Ba) + p(B/N,) - p(N,) =
Cy 4 1 2 1

Cor 6  Co, 6 1
b) S = “una bola es blanca y la otra negra”
p(S) = p(S/B,) - P(B4) + p(SIN,) - p(N,) =
_3:5 4 _ 2-6 2_1
Cs, 6 Cs,, 6 2
p(NA/B) - p(N,)
c) P(N,/B) = H———A—=—-4~ =
) P(N,/B) oE)
2.1.2
_ 8 7 6 _ 1
= 5B =3

—_
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[ Soluciones propuesta B |

1. a) P(A U B) = P(“salir espada o caballo”) = % 7
b) P(B U C) = P(“salir caballo o as de espadas”) = %
c) P(A N B) = P(“salir el caballo de espadas”) = 41—0
d) P(A N C) = P(“salir el as de espadas”) = 41—0
_ _ 8
2.8 P(A) =2 C)PAUB) =g ePAUB) =L
0)PB) =2 OPANB =2 1) PAUB) =L
3 9 9
9.
3 a)P(A)=% ) P(A U B) = 1 e)P(Aﬂ§)=%
5 1 - =
b)P(B) =5 dPANB) =5 fPANB) =0
-4 _2
4. a) P(sacar un 2) = =9
_2 _1
b) P(sacar un 5) = 8-
8
c) P(no extraer 3) = 9
7
d) P(extraer par) = —
18
. 4
e) P(extraer impar) = 9
. 5
f) P(obtener mas de 3) = 18
o L 10.
5. M = "ser médico”, B = “ser bidlogo”.
a) p(M U B) = P(M) + P(B) — p(M N B) = % - 09
= _ 35
b) p(M N B) = 555 = 035
c)p(MNB)=p(MUB)=1-09 =01
. e V10 4
6. a) P(cuatro cifras distintas) = — = 0,504
VR10,4
10 - C,, - PR}
b) P(solo dos cifras iguales) = L L =
VR10,4
= 0,432
. Ci» - PRY?
c) P(iguales dos a dos) = —>——— = 0,027
) P(ig ) VR, 0
. . PR3 1
d) P(exactamente tres iguales) = 2:Coo PRS_
VR10,4
= 0,036
. : 10
e) P(todas las cifras iguales) = = 0,001
VRio, 4

VR
f) P(empieza y termina por 0) = ﬁ = 0,001
10, 4

a) P(A N B) = P(B) - P(A/B) = 0,4 - 0,32 = 0,128
P

b) P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B) = 0572
o) p(A/B) = PANB) _ p(A) = pANB) _ gy,
p(B) p(B)
_pANB) _ 0128
d) p(B/A) = PETLEL = D028 = 0427

e)pAUB)=1—-pAUB)=1- 0572 = 0428

12

. F = “extraer una figura”: P(F) = —= =

_3
40 10°
La probabilidad pedida es p= Cy, 5 [p(F)]°[1 — p(F)]°= 0,103

a) A, azul de la umna A, Ag: azul de la umna B.
1 6 1
p(Ay N Ag) = P(A,) - P(AglA) = Z°9°%

A, azul de la umna A, Rg: roja de la urma B.

1 3 1
p(A, N Rg) = P(A) - P(Rs/A,) = 49 " 12
R,: roja de la urna A, Ag: azul de la urna B.

3 5 5
p(R, N Ag) = P(R,) - P(As/R,) = 49 " 12
R,: roja de la urna A, Rg: roja de la urna B.

3 4 1
p(RAm RB) = P(RA) . P<RB/RA) :Z’gzg

b) p(As/Rs) =
p<RB/AA) ) D<AA)

~ p(Re/A) - P(A) + p(Rs/Rs) - p(Ry)

1
1

2 _1
1 1 5
273
P = “resultado positivo en la prueba”

E = “padecer la enfermedad”

Conocemos P(E/P) = 0,0001, P(E/P) = 0,01, P(E/P) =
=099y P(P) = 0,01.

La probabilidad de que una persona a la que se le rea-
lizé la prueba esté enferma sera:

P(E) = P(EIP) - P(P) + P(EIP) - P(P) =

= 0,99 - 0,01 + 0,0001 - 0,99 = 0,009999 = 0,01
Por el teorema de Bayes:

1 .99
_ 100 100 _ 100
o1 99 , _1 99 101

T = “dado trucado”
R = “Obtener un 1 en la 1.2 tirada y un 2 en la 2.*"

a) p(R) = p(RIT) - p(T) + p(RIT) - p(T) =

_4 02 1 1 1 1 _ 1
6 6 2 6 6 2 8
4.2 1
_PRIT)-p(T) _ 6 6 2 _8
b) p(T/R) = G = T =3
8
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Actividades complementarias

“ Distribuciones de probabilidad

[ Propuesta A ]

10.

Sea X una variable aleatoria que toma valores en {2, 3, 4, 5, 6} con las siguientes probabilidades.

P2) = <& P() = = PU) = 3 PB) = +5 P(6) =

5 15

a) Comprueba que p(X) es una funcion de probabilidad y represéntala graficamente.
b) Calcula la media y la distribucion tlplca de esta distribucion.

c) Calcula la probabilidad de p(X = 3), p(X < 4) y p(3 < X < 6).

1
3

. De una bolsa que contiene dos bolas rojas, tres negras y una blanca se extrae una bola, se observa su color y se

devuelve a la bolsa. Se considera la variable aleatoria X: “nimero de bolas negras que han salido en un total de
10 extracciones”.

a) Calcula la probabilidad de haber extraido exactamente tres bolas negras.
b) Calcula la probabilidad de haber extraido menos de tres bolas negras.
c) ¢Cual es el nimero medio de bolas negras que esperariamos extraer al realizar 10 extracciones?

En un juego de dados, el jugador se anota un punto cada vez que, al lanzar dos dados, obtiene un seis doble. Cada
partida se juega a cinco lanzamientos.

a) Calcula la probabilidad de no obtener ningin punto en una partida.
b) Calcula la probabilidad de obtener al menos dos puntos en una partida.

. Segun una encuesta, el 40% de la poblacion convive con algin animal domeéstico y el resto no tiene ninguna mas-

cota. Elegidas 10 personas al azar, se desea saber:

a) La probabilidad de que las 10 tengan alguna mascota.

b) La probabilidad de que ninguna de las 10 tenga una mascota.

c) La probabilidad de que exactamente la mitad de ellos tenga una mascota.

Dos jugadores de ajedrez de igual nivel de destreza en el juego se enfrentan en un torneo. ¢Qué es mas probable,
ganar dos partidas de cuatro o ganar tres de seis? (Las tablas no se tienen en cuenta.)

s . . . . . - 1—-—5si0sx=2
. La funcién de densidad de una variable aleatoria continua viene definida por f(x) = 2
0

a) Calcula la media de la distribucion. en otro caso

b) Obtén el valor de P(X = 1) y P(% < X< %)

Utiliza la tabla de la distribucion N(0,1) para calcular las siguientes probabilidades.

a) P(Z < 0,75) c) P(-05 = Z<0)5) e) P(-0,8 < Z < 1,3)

b) P(Z < —1,2) d Pl =s2<2) f) P(-0,85 < Z< —-0,3)

. El tiempo de hospitalizacién en una determinada zona sanitaria sigue una distribucion normal de media 7 dias y des-

viacion tipica 3 dias.
a) ¢Cual es la probabilidad de que un enfermo esté menos de cinco dias en el hospital?
b) ¢Qué tanto por ciento de los enfermos esta hospitalizado més de ocho dias?

. El numero diario de visitantes de un parque de atracciones se distribuye segin una normal N(2000, 250).

a) Halla la probabilidad de que en un dia determinado el nimero de visitantes no supere los 2100.

b) Calcula la probabilidad de que un dia cualquiera los visitantes sean mas de 1500.

¢) En un mes de 30 dias, éen cuantos dias cabe esperar que el nimero de visitantes supere los 22107
)

d) Si se quieren clasificar los dias en tres tipos de manera que los que tengan un nimero de visitantes en el rango
de probabilidades de 0 a 0,15 se consideren “de baja asistencia”, los que tengan un numero de visitantes en el
rango de probabilidades de mas de 0,75 sean “de asistencia masiva” y el resto sean “de asistencia normal”, écua-
les han de ser las cuotas de visitantes que marguen el paso de un tipo a otro?

El 40% de los habitantes en edad laboral de una determinada poblacion se emplea en la agricultura. Si elegimos
15 trabajadores al azar de esa poblacion, calcula la probabilidad de que al menos tres de ellos se dediquen a la
agricultura, aplicando:

a) La distribucion binomial. b) La aproximacion normal a la distribucion binomial.
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[ Propuesta B ]

10.

. Calcula el valor de ¢ para que la funcion f(x) = {

dada por la siguiente tabla. a 0.2 b 04 B
Sabiendo que P(X < 3) = 04y P(X= 3) = 0,7:

a) Completa la distribucién de probabilidad hallando los valores de a, b y c.

La funcion de probabilidad de una variable aleatoria discreta viene n 1 2 3 4 5

b) Halla la esperanza matematica y la desviacion tipica de la distribucion.

. En el experimento consistente en el lanzamiento de dos dados se define la variable aleatoria X: “producto de las pun-

tuaciones resultantes en los dados”.

a) Indica los valores que puede tomar esta variable aleatoria.

b) Halla la funcién de probabilidad de esta distribucion y represéntala graficamente.

c¢) Calcula la media y la desviacién tipica de esta distribucion de probabilidad.

d) Obtén las siguientes probabilidades: P(X < 4), P(X = 10), P(X # 3) y P(4 < X < 12).

Una compafiia aseguradora comienza una campafia telefonica destinada a aumentar el numero de pdlizas de segu-
ros del hogar. Por su experiencia previa en este tipo de campafas se sabe que una de cada 20 personas que reci-
ben la llamada suscribe una nueva pdliza. Si en un dia llaman a 25 personas:

a) ¢Cual es la probabilidad de que no consigan ninguna nueva péliza?

b) ¢Cual es la probabilidad de que consigan como méaximo dos polizas nuevas?

. El 15% de los envases de leche que se venden en un determinado supermercado no tiene adherida la etiqueta con

el precio por unidad. Si elegimos al azar 6 envases:
a) ¢Cual es la probabilidad de que ninguno tenga la etiqueta del precio?

b) ¢Cuadl es la probabilidad de que al menos la mitad estén etiquetados?

. Una bolsa contiene cuatro bolas numeradas del 0 al 3. En el experimento aleatorio que consiste en extraer dos bo-

las de la bolsa se definen las variables aleatorias:
X: “maximo valor extraido” Y: “suma de los valores extraidos”

Determina las funciones de probabilidad asociadas a estas variables aleatorias y el valor medio esperado si no se
devuelve la primera bola a la bolsa.

c(4 —2x) si0os=sx=<2

sea la funcion de densidad de una va-
0 en otro caso

riable aleatoria continua y halla el valor de la media.

Utiliza la tabla de la distribucion N(0,1) para calcular las siguientes probabilidades:
a) P(Z < 0,83) c) P(-04 <= Z< 04) e) P(-02 s Z<14)
b) P(Z < —1,25) d)P(-2 <7< —1) f) P(—0,17 < Z < 0,95)

. La duracion media de las bombillas de una cierta marca sigue una distribucion normal de media 7200 horas y des-

viacion tipica 500 horas. ¢Cual es la probabilidad de que una bombilla se funda después de las 8000 horas de uso?

. Las alturas de los individuos de una poblacion se distribuyen normalmente con media igual a 1,75 m y varianza igual

a 64 cm? Calcula la probabilidad de que:

a) Un individuo tenga una altura mayor que 180 cm.

b) Un individuo tenga una altura menor que 170 cm.

¢) Un individuo tenga una altura comprendida entre 170 y 180 cm.
)

d) Si se quiere considerar como individuos de “talla especial” a aquellas personas que estén fuera del intervalo cen-
tral que contiene al 70% de la poblacion, équé alturas determinan esta caracterizacion?

Segun los resultados de un estudio realizado en una poblacion con escasa asistencia sanitaria, solo un 15% de la
poblacién infantil esta correctamente vacunada. Se elige al azar una muestra de 50 nifios.

a) ¢Cual es la probabilidad de que haya mas de cinco nifios que estén correctamente vacunados?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que, como méaximo, haya seis nifios que estén correctamente vacunados?
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[ Soluciones propuesta A |

l.ayp=0i=2..6 oi
6 0,40
yfzzpl = 1 0,30
0,20
0,10
0 2 4 6 8

2 | 15 | 5 | s
s || s | s
AEEE
s || 3| %
6 % 2 12

|

3 3

W = 4,667 o = 1247
¢)PX=3)=1-p(2) = 12

2
4) = p(2) + p@) + p(4) = &
P(3 < X =6) = p(4) + p(s) = =
2. a) En cada extraccion son posibles dos resultados:

A: “obtener bola negra” o Z; el resultado de cada ex-
traccion es independiente de los anteriores.

La probabilidad de éxito P(A) = 0,5 es constante.
Se trata de una distribucién binomial de parametros
n=10yp =05 B(10, 0,5). Asi:

(8] 3] -o

b) p(X <3) =p(X=0)+pX=1)+pX=2) =
= 0,0547

P(X =

¢c)w=n+p=10-05 = 5 bolas negras

3. a) X: “total de puntos”. En cada lanzamiento son posi-
bles dos resultados:

A: “obtener seis doble, es decir, un punto” o A; el re-
sultado de cada lanzamiento es independiente de los

1
% €s cons-

tante. Se trata de una distribucion binomial de para-

anteriores; la probabilidad de éxito P(A) =

metros n = 5y 3176 B<5; 3176) Asi:

o= (5 ] (2] -oms

by PX=2)=1— P(X=0) — P(X = 1) = 0007

p(X =

4. X: “nimero de personas de entre 10 que tienen una

10.

. X es N(2000, 250) — Z=

mascota” sigue una binomial B(10; 0,4).
a) P(X = 10) = 0,0001

b) P(X = 0) = 0,006

¢c) P(X = 5) = 0,201

. Al tener la misma capacidad, la probabilidad de ganar

una partida es p = 0,5 para ambos.

Para cuatro partidas, B(4; 0,5) y P(X = 2) = 0,375. Para
seis partidas, B(6; 0,5) y P(X = 3) = 0,3125. Por tan-
to, es mas probable ganar 2 de 4 que 3 de 6.

R (s L T
a) = x| T—Fjdx=| |x — F|dx=|F5—%| =%
) L( 2 X 2 2 6|, 3

0 g -] -
A U]

1 31
c) D(E < 273
a) P(Z < 0,75) = 0,7734
b) P(Z< —12) =1 - P(Z<12) = 0,1151
c) P(-05<7<05) =2PZ<05 —1=0383
dP1<Z<2) =PZ<?2) —PZ<1)=01359
e)P(-08<=272=<13) =
=PZ<13)+ P(Z=<08) — 1 =0673
f) P(—0,85 < Z< —0,3) =
= P(Z<085) — P(Z<03) = 0,1844
. Xes N(73) = Z = Xg 7 es N(0,1)
5—-7
a) P(X < 5) = P(Z <3 ) = P(Z < —0,667) =
= 0,2524
8 -7
b) P(X > 8) = P(Z< 3 )= 1 — P(Z<0,333) =

= 0,3696
Aproximadamente el 37% de los enfermos.

X — 2000
250

2100 — 2000\ _
250 B

es N(0, 1)

a) P(X < 2100) = P(Z <

— P(Z < 0,4) = 0,6554

b) P(X >1500) = P(Z > —2) = 0,9772
c) P(X > 2210) = P(Z > 0,84) = 0,2005

En 30 dias, 30 - 0,2005 = 6,015 = 6 dias.
d) Buscamos valores z, y z, tales que:
P(Z < z)=085= 2z = —1036 = x, = 1741

P(Z<1z)=075= 2z, = 0675 = x, = 2169
Las cuotas deben ser de 1740 y 2170 visitantes.

a) B(15; 0,4)
P(X=3) =1 - [P(X=0) + P(X=1) + P(X=2)] =
= 0,9729

b) X" es N(6; 1,9), PX = 3) =1 — P(X < 2)5) =
=1 - P(Z< —184) = P(Z < 1,84) = 0,9671
Valor que es un 0,6% menor que el valor exacto.
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[ Soluciones propuesta B |

L a) 1 2 3 4 5 v 1 2 3 4 5
a 02 b 04 c
P

1 1 1 1 1

6 6 3 6 6 -3
PX<3)=a+02+b=04 "
PX=3)=b+04+c=07 ) ’
a+02+b+04+c=1 6. 1 =Jc(4—2x)dx=c(4x—x2]§=4c=c=z
Al resolver este sistema se obtiene: a = b = 0,1; °
c =02 [P A s, 22X 2

M_J;XZ(4_2X)dX_Z|:2X —To—g

b) Las calculamos a partir de la tabla auxiliar:

7. a) P(Z < 0,83) = 0,7937
1 0,1 0,1 0,1 b) P(Z< —125) = 1 — P(Z < 1,25) = 0,1056
2 o S e C) P(—04 < Z < 04) = 2 P(Z< 04) — 1 =03108
4 04 1.6 6.4 dP(—2<Z<-1)=PZ<2) - PZ<1)=0,1359
5 0,2 1 5 _
— po= 34 e)P(-02 < Z<14) =
: 2 | o= 1,281 = P(Z<14) + P(Z<02) — 1 = 04985
2.a) Xt | (1,2, 3,4, 5,6, 8 9, 10, 12, 15 ) P(-017 < Z < 095) =
. a oma valores en y 4y, 9O, 4,0, 0, O, I, , , ) _ 1=
16, 18 20, 24, 25, 30, 36) = P(Z < 095) + P(Z< 0,17) — 1= 0,3964
3 j _
b) p, = PX = 4) = o Oﬁz 8. X es N(7200, 500) — Z = X = 7200 N(O, 1).
36" O 500
4 0,10
Ps = Py = 0,08 P(X > 8000) = p(z > 8900 — 7200) _
36 006 500
Dy = Py = Py = ooatilH] =1 — P(Z < 1,6)= 00548
Y | | | X~ 175
% % 36’ (o] 10 20 30 40 9. Xes N(175, 8) - /= T es N(O, 1)
X
" . 180 — 175
y para el resto de resultados la probabilidad es igual a) P(X > 180) = P|{Z > — )=
2
435" =1 - P(Z < 0625) = 0,266
O) b= Dxp = 1225, 0 = [ Dxp, — p? = 8,942 b) P(X < 170) = P<Z < w> -
d)P(X$4)=%; P(sz):%; =1 — P(Z< 0625) = 0,266
) .7 c) P(170 < X < 180) =
PX#10) =1 = P(X =10) = 1 = o= = == =P<17og175 -7 180g175)=
15 5
P4 <X<12)=35=15 = 2P(Z < 0,625) — 1 = 0,468
dP(-m<Z<m)=2P(Z<m)—-1=07=
3. X: “nimero de pdlizas nuevas” sigue una distribucion bi- = P(Z<m)=085=m= 1037
nomial B(25; 0,05). Las alturas buscadas son:
a) P(X = 0) = 0277 X, = 8(—1,037) + 175 = 166,7 cm
b)PX<2)=PX=0)+PX=1)+PX=2) = X, = 8(1,087) + 175 = 183,3 cm

= 0,8729
10. X: “numero de nifios de la muestra correctamente va-

) o , o cunados” es B(50; 0,15), como:
4. X: “nuimero de envases sin etiqueta” sigue una distribu-

cién binomial B(6; 0,15). np=50-015=75=5yng=50-085=425=5
a) P(X = 0) = 0,377 Podemos aproximar por una distribucion normal de pa-
rametros w = np = 7,5; ¢ = \Vnpq = 2,52.
b) PX <3) =PX=0)+PX=1)+PX=2) = X — 75
= 0,9526 X' es N(7,5;252) - Z = W es N(O, 1).
a) P(X > 5) = P(X' = 55) = P(Z> —0,794) =
5. 1 T BE = P(Z<0,794) = 0786
1 1 1 b) P(X < 6) = P(X' < 65)= P(Z=< —04) =
6 1 3 1 2 ] =233 =1 - P(Z<04) = 0345
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