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2° Bachillerato
r=A+Au

1. Integral Definida

El problema planteado es hallar el drea de N

la regién que encierra la curva del grafico s=Btuy
con la recta horizontal. Rk
Una idea sencilla consiste en dividir la re-

gién en rectangulos verticales y de esta M a

forma de «llenar» la regién con numerosos
rectangulos.

De esta manera el area de la region se
puede aproximar, cuanto queramos, medi-
ante la suma de las areas de n rectangulos,
tomando todos con la misma base A z. / \
Teniendo en cuenta que el area de cada
rectangulo se obtiene multiplicando la base
por la altura, tenemos que el area de cada Z x
rectangulo serd la base Ax por su altura
respectiva f(x;).

A la suma de las dreas de los rectangulos
se les llama sumas de Riemann.

I \ <« Doc Doch

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

MATEMATICAS

Seccién 1: Integral Definida 4
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L r=A+Au
A la primera de ellas se le llama suma, in- A/
ferior Stny: A\ P
Stng = F@1) A+ f(z2) Az + - + f(zn) Az A11TTN

= Zf(ﬂfi) Az
i=1

=

= Siny < Area

A la segunda de ellas se le llama suma su-
perior Sgyp:

= f(z;) Ax
2 711N

= Ssup > Area 7 K

Se tiene asi que

N\

\

J |

/
INTEGRAL

SInf < Area < SSup

<4< > >
/ \
<4 Doc Doch
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Seccién 1: Integral Definida 5

A medida que aumentamos el nimero de rectdngulos n, (n — o) con
Az — 0, el drea buscada se podra hallar con

Alglcrg(];f(%) Az (1)

El simbolo E de sumatorio se convirtié en una “s” estilizada / , quedan-

do la expresion anterior con la notacién

n b

Jim () A = [ f(a) da
n—oo =1 @
Definimos Integral Definida de .

f(x) entre a y b, al drea de la re- Y= f(x)
gién limitada por la funcién f(z)
entre los puntos a y b y el eje OX.
Dicho area lo representaremos con

el simbolo
b Area
/ f(z)dzx
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6 MATEMATICAS
2° Bachillerato

Seccién 2: Teorema Fundamental del Calculo

Si bien las areas que determina las funciones se pueden calcular con
el método comentado anteriormente, afortunadamente aqui no realizaremos
limites de sumas de dreas de rectdngulos como muestra la ecuacién (1). Ello

se debe a un resultado conocido como teorema fundamental del célculo P
SOCIALES

2

2. Teorema Fundamental del Calculo M
a.

Teorema 2.1. (Teorema Fundamental del Célculo) Sea f(x) una funcién
continua en el intervalo I = [a, b]. Entonces la funcién

F(z) = /1‘ f(z) dx es derivable
F'(z) = f(z) =€ (a,b)

(2)

INTEGRAL

El teorema demuestra que la fun-
cion integral que da las areas entre f(b)
a y x para cada valor de x
x
F(z) = / f(z)dx
a
fi << »p>
es una funcién cuya derivada es la (@) F(x)
funcién f(z). <
<4 Doc Docp
a X b
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Seccién 2: Teorema Fundamental del Célculo 7
xT

/ f(z) dx representa un nimero y / f(z) dx representa una funcién de x.

Es importante recalcar que / f(x) dz es una funcién de . Como los son

[ = [ = [ s ‘

A f(s), f(t) v f(w) se les llama el integrando y las variables s,t o w son las
variables auxiliares de integracion.
Realiza el siguiente test para ver si se ha comprendido

3
Test. Sea la expresién I = / a s? ds, responder a:
2

1. El significado de I es

INTEGRAL

(a) Integral Definida (b) Integral Indefinida
2. El significado de I es
(a) Un ntmero (b) una funcién

3. El integrando de I es

(a) as®ds (b) s (c) as? << | pp
4. La variable de integracién es <
(a) a (b) ds (c) s
<« Doc Doch
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, r=A+hu

x
Test. Sea la expresién I = / (a + t?) dt, responder a:
2

1. El significado de I es >
(a) Integral Definida (b) Integral Indefinida iyt

2. El significado de I es —""
(a) Un ntimero (b) una funcién ]\ 1 a [

3. I es funcién de
(a) a (b) = (c) ¢
4. El integrando de I es
(a) (a+t?)dt (b) 2 (c) (a+t?)
5. La variable de integracién es
(a) a (b) = (c) ¢
6. La derivada de I es
(a) a + =2 (b) a+t? (c) (a+t?)dt

INTEGRAL

Test. La derivada de la funcién F(z) = / (1+ 2%)dx es

(a) 14 22 (b) 0 e
A |
<4 Doc Doch
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Seccién 2: Teorema Fundamental del Calculo 9

2.1. Regla de Barrow

Teorema 2.2. (Regla de Barrow) Sea f(x) una funcién continua en el in-
tervalo I = [a,b] y G(z) una primitiva de f(z) Entonces la integral definida

/ f(z) dz = G(b) - G(a) ©

Observaciones:

1. La importancia de esta regla es fundamental, ya que pone en relacién
el célculo de dreas con el calculo de primitivas.

2. Para hallar la integral definida seguiremos el siguiente proceso:
a) Se halla una primitiva cualquiera de la funcién,
b) Se sustituyen en esta primitiva los limites de integracién -el supe-
rior y el inferior- y se restan los resultados.

Ejemplo 2.1. Hallar la integral definida / cosx dr
0

Solucion: Hallamos una primitiva / cosx dxr = senx luego

s
/ cosz dr = [senz]) =senm —sen0 =0
0
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1
Ejemplo 2.2. Hallar la integral definida / z? dx
0

-

1 —\
Solucion: Hallamos una primitiva / 22 dr = = 2 luego -
3 SOCIALES
1 1
1 1 1 1
2 3 3 3
idr = |z2°| =2(1)°—2(0)° =<
/ {3 L 30730773 Mal
O
3
Ejemplo 2.3. Calcular / |z + 2| dz
-8
o ) x=2 2< =2
Solucién: Como |z + 2| = { £42 —2<uz
3 -2 3
/ |.1?+2|d:17=/ (—:E—Q)dx—!—/ (x + 2) dz+
-3 -3 —2
- 2 3
= —le = 2x] + sz + Qm}
L 2 =3 2 =3
[ 9 9
= |(-2+4) - (—§+6)] + [(§+6) - (2—4)]
:1 2
- [+
L <4 Doc Doc b
d
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A+Au

1
Ejercicio 1. Hallar la integral definida / (14 2% dx
0

B

3. Aplicacién. Calculo de areas =Buv
SOCIALES

Para determinar el drea bajo f distinguimos el signo de f(x)
» Si f(z) >0 =z € la,b], entonces la integral definida es positiva l\/l g ‘

b
Area del recinto = / f(z)dx
s Si f(z) <0 =z € [a,b], entonces la integral definida es negativa

b
Area del recinto = —/ f(z)dx
a

f(b)
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Seccién 3: Aplicacién. Célculo de dreas

Ejemplo 3.1. Hallar el 4rea limitada por y = 4 — 22 y el eje OX.

Solucién: La funcién y = 4 — x? corta al eje Oz en +2.

A= / - ? =|:4$—%.’E3:|2_2
4o - 323} [4-2) - 327
32

3 -

Ejemplo 3.2. Hallar el 4rea limitada por y = 22,2 = =2, z = 2 y el eje OX.

Solucion: La funcién y = 22 corta al eje Oz en 0.

= [e=fie],

I
| —
Wl =
[N}
W
| I
|
| —
Q| =
T
[N}
S—
w
—_
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3.1. Area del recinto para una funcién

Para determinar el drea de un recinto limitado por una funcién f(x) y
el eje OX entre los puntos a y b necesitamos saber si la funcién cambia de B

s=B+py

signo, hallando los cortes con el eje OX. SOCIALES
Después, se hallan las integrales definidas por separado en cada intervalo
tomando sus valores en valor absoluto. Ma
El drea pedido serd la suma de todas las areas de cada uno de los recintos.

/jl f(x)dzx

Ay = /m F() da

b
/f(x)dm
A=A+ As + A3

Ay =

Az =

INTEGRAL

44 P>
T T2 b
4= / fle) de +/ fl)de+ / fle)de <;oc Doc »
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Seccién 3: Aplicacién. Célculo de dreas

Ejemplo 3.3. Hallar el area delimitada por la grafica de cosz, el eje OX en
el intervalo [0, 27]

Solucion:
2.2 . T 3w
La funcién cosx corta al eje Ox en AR

Teniendo en cuenta los cambios de signo

/2 37/2 27
A:/ cos x dx + / cos x dx —l—/ cos x dx
0 /2 37/2
luego
/2
A = {senx] =1
0
3m/2 A
Ay = [senx} e = Y
/2

2 7
As = [sen x} =1 \ /
37/2 .
Luego '2‘\/327r 27

<4 Doc Doch
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Seccién 3: Aplicacién. Célculo de dreas

3.2. Para dos funciones positivas sin corte

Para determinar el drea de un recinto limitado por dos funciones f(z) y

MATEMATICAS

2° Bachillerato

15

g(x) positivas sin corte entre los puntos a y b, como en la figura, teniendo en B

cuenta que

b b
/ f(z)dx = azul + rosa / g(x)de =

el area del recinto comprendi-
do entre ambas funciones se
obtiene restando ambas inte-
grales,

/abf(x)dx—/abg(a:)dx

resultando la sencilla expresion

rosa

f(x)

s=B+u;
SOCIALES

INTEGRAL

(4) << »>>
<
<« Doc Doch

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

MATEMATICAS

2° Bachillerato

Seccién 3: Aplicacién. Célculo de dreas 16

A+Au

Ejemplo 3.4. Hallar el drea limitada por las gréficas de las funciones f(x) =
2y g(x) = V.

Solucion: Hallamos la interseccién de ambas <
s=B+py
SOCIALES

}:>1: =vVr=2=0,1

/01 x)) dx

f(x)

g(x)

A = /Ol(ﬁ—x2) dx

_ 23/2131
- [5=-5,

INTEGRAL

1
Area = - 0 1
3
O
<4< > >
|
<4 Doc Doch
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3.3. Para dos funciones cualesquiera sin corte

Para determinar el drea de un recinto limitado por dos funciones f(z) y
g(x) entre los puntos a y b pudiendo ser alguna o ambas negativas se aplica la
misma expresion que para dos funciones positivas, ya que bastaria desplazar
las funciones f(z)+C y g(x) + C como se muestra en el grifico de la derecha

b b Mal
A= [((f@) +C - (g@) +O) do = [ (@) - (@) da

a

o f(x)+C

INTEGRAL

"\
<4< > >
A |
<4 Doc Doch
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3.4. Para dos funciones que se cortan

Para determinar el drea de un recinto limitado por dos funciones f(z) y
g(x) entre los puntos a y b necesitamos saber los puntos de corte entre ellas.
Se hallan las integrales definidas por separado en valor absoluto y se suman

todas las 4dreas.
A= [ (@) - g(a)) do ),

a=|[ (i)~ o))

1

aa=| | jg(f(x) — g(a)) de -

a Xy Xy X; b

A=A +As+ Ay + Ay

<4 Doc Doch

Volver Cerrar
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Seccién 3: Aplicacién. Célculo de dreas 19

Ejercicio 2. Hallar el drea delimitada por la curva y = z® — 622 + 8z y el
eje OX.

Ejercicio 3. Hallar el drea del recinto limitado por las graficas de las fun-
cionesy=2+zey=uzx+2.

Ejercicio 4. Hallar el area del recinto limitado por las graficas de las fun-

ciones e f(z) = 2* —22° + 1y g(z) = —2* + 1.

1
— v las rectas
-z

Ejercicio 5. Hallar el area delimitada por la curva y = 1

z=-l,z=1,yy=1/2.

Ejercicio 6. Dada la curva y = z® + 2z + 2, halla el 4rea limitada por la
curva, la recta tangente en el punto donde la funcién tiene un extremo y recta
la tangente a la curva de pendiente 6.

Ejercicio 7. Calcula el area de la regiéon comprendida entre las funciones
y=2—2%ey=|z|

Ejercicio 8. Hallar el 4rea limitada por y = —z2+4x 45 con al recta y = 5.
Ejercicio 9. Hallar el drea limitada por y = 22 — 22 con al recta y = .

Ejercicio 10. La curva y = a[l — (z — 2)2], con a > 0, limita con el eje de
abscisas un recinto de 12 unidades de superficie. Calcula el valor de a.

1
Ejercicio 11. Dada la funcién f(z) = ae®/? + —5, con T # 0,
%

MATEMATICAS
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2
a) Calcular / f(z)dx en funcién de a
1

b) Si F(z) es una primitiva de f(z) hallar a sabiendo que F(1) = 0y ';,\—\"
1 -Bruy
F 2 = — SOCIALES
@)-=1

Ejercicio 12. De todas las primitivas de la funcién f(z) = 1 + x|z|, deter- [\/i al
mina aquella cuya gréfica pasa por el punto (0, 1).

INTEGRAL
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A+Au

Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 1. Hallamos una primitiva

<

SOCIALES

luego
frveriefobe] - o) -(oodo) § S

Ejercicio 1

1 <
/(1 +2°)dr =z + 3 z3 Ly

INTEGRAL

A

<« Doc
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A+Au

Ejercicio 2. Sea y = 2° — 622 4 82, hallamos los puntos de corte con el eje
00X
y=z(2>-6x+8)=0=2=0,2,4

B

s=B+u;

una primitiva, SOCIALES
1
F(x :/m3—6m2+8x de = z* — 223 + 422
@)= o= VAT
2 1 2 |
/ flz)dz| = [Zcﬁl — 223 + 4:32] = |4
0 0
/ flz)dz| = |:ZCE4 — O - 4:32] = | —4|
2 2
= Area del recinto = 8

Ejercicio 2

INTEGRAL

<4< > >
A |
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A+Au

Ejercicio 3. Sean y = 2° + e y = x + 2, hallamos los puntos de corte entre
ambas
Yy = 2+
y=1z+2
una primitiva de f — g,

F(x):/[(:172+x)—($+2)]dx:/(x2—2)]dx:%x3—2x Ma t.

}:>x2+x:x+2:>x:j:\/§ <
s=B+puy
SU(‘L:LES

/ f(@) —g(x)dz| = [—x3 = 21‘] = |-=v2|
-2 3 B 3
. 4
= Area del recinto = = 2

Ejercicio 3

INTEGRAL
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Soluciones a los Ejercicios 24
Ejercicio 4. Sean y = —z° + 1 e y = z* — 222 4+ 1, hallamos los puntos de
corte entre ambas
2
y=-x"+1 2 4 o2 _
y =t — 227 +1 }:> @ arl=a = gl =u =0,z
una primitiva de f(z) — g(z) = 2* =222 + 1 — (=2 + 1) = 2* — 27,
1 1
F(z) = /(x4 — %) dx = 53:5 — 31’3
0 0
1 1 2
— d = 5 _ "3 = ==
[ 1@-swa| = -3 - 1-%
1 1
1 1 2
— d = b 28 = ==
[t@-d@a| = -5 - -5
Area del recint 1
= rea del recinto = —
15

Ejercicio 4

MATEMATICAS
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1 , r=A+iu

Ejercicio 5. Sean f(z) =1/2e g(z) = ——

<

N
|
—

4 _ x? s=B+py
SOCIALES

2 4 —z2 2 4 24z ]\ﬁla’
1 1. 2—z]*
Area—[im—l—lln2+x} 1
_ —
=|1+%ln3| =12 \ ] <
Nl o
@)
-1 1 =
-
.
—

Ejercicio 5

<4 Doc Doch
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Ejercicio 6. Sea y = 22 4+ 2z + 2
= Recta tangente en el punto donde la funcién tiene un extremo. Como
Y =2r+2,y =0= 2z =—1, el punto (—1,1) es un minimo. La
ecuacion de su tangente es

<
s=B+py
SOCIALES

y1=1
» Recta la tangente a la curva de pendiente 6. Como 3 = 2z + 2, yy = Ma ‘
6= 2r+2=6=— x =2, el punto es (2,10) y la tangente es
Y2 — 10 =6(z — 2) = yo = 62 — 2
Las tangentes se cortan en

y1=1

1

Area bajo la parabola:
2 1 2
/ (22 +22+2)dz = [gxs + a2+ 2x] = 12
=1 =il

INTEGRAL

Area pedida es el recinto azul, igual al drea bajo la pardbola menos el
rectangulo marrén y el trapecio rosa.

<4< > >
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Soluciones a los Ejercicios

Area del rectdngulo marrén

1/2 3
lde = =
/4 T3

Area del trapecio rosa

2
/ (6x — 2)dx = 3
1/2 4

Recinto azul

3 33 [9
2-C+2)=|=

27

12

2

Ejercicio 6

MATEMATICAS
2° Bachillerato

A+Au

<

s=B+u;
SOCIALES
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A+Au

Ejercicio 7. Sean y = 2 — 2% ¢ y = ||, hallamos los puntos de corte entre
ambas

SOCIALES

—~

y:2—x2} (z<0) —-z=2-22=2=|-1]2 <
= 2 s=B+py
x>0) z=2—-=x =>x:,—2
Area pedida ]\ 1
1 1 a |
[ 1@ s = |[ @--pas |
—1 -1

0

‘/ (2—2°+z)dz
-1

13 13

6 6
13
3

+

/01(2—3,‘2—.’17)611‘

INTEGRAL

Ejercicio 7

<4< > >
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2° Bachillerato

A+Au

Ejercicio 8.
Hallamos los puntos de corte:

—2? +4zx+5=5=z=0z=4 <

s=B+u;

SOCIALES

Area= [ (—2°+4z+5-5)dx

(-2 +42)dx
3 4
(2
3 0
64
=(-=+32) -0
(5 )

64

3

o\%o\%

Ejercicio 8

<4 Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios 30

Ejercicio 9.
Hallamos los puntos de corte:

2 —2r=0x=—2=0x=3 B

s=B+u;
SOCIALES

I
7 N
)
vo| N
|
©
~_
|
o
@9boocococoococococoos
A
&

INTEGRAL

Ejercicio 9
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Soluciones a los Ejercicios 31

A+Au

Ejercicio 10.
Hallamos los puntos de corte con el eje de abscisas:

all-(g-2?=0=1=(@z-2 = z=1z=3

Tgualamos el area a 12 SOCIALES

a/lg(l—(a:—2)2)d:c:a (x_@)j

SRIcY

=

Ejercicio 10
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Ejercicio 11.

. 1
Siedno f(z) = ae®/3 + —3)con T # 0,

a)
2 1 2 2
/1(ae$/3+ﬁ)dx:/1 aew/3dac+/1 de
9 2
= (Saem/?’) — <l>
1 x),

=3a(62/3—el/3)+

N | =

1
b) Una primitiva es F(z) = 3a e®/®——+k. Hallar a y k con las condiciones
x

DO =

F(1)=0y F(2) =

1
3aeP— 24k = 0| 34e24% = 1
3a62/3—1+k _ ! Bae®* +k = 1}

2
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B

s=B+u;
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A+Au

Ejercicio 12. Sea f(z) =1+ « |z|, Como

1— 22 <0
f(ac)—1+x|m|—{ 1422 0<z <

s=B+u;

las primitivas de f(x) son e

1
r— - +C1 <0 [\/ia,
Fo = [f@d={ 3
z+ 5133 +Cy 0<z
para que pase por el punto (0, 1), exigimos que

F(0)=F(0*) =1

luego
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Soluciones a los Tests

Solucion al Test: En efecto

F'(z) = % /(1 + 2% dz = (14 2?)

Final del Test
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