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1. Ecuaciones lineales

Definicion 1.1 Una ecuacion lineal, con n incognitas, es una expresion del
tipo

a1 r1+asxs+---+a,x, =0b
donde las incognitas x1,xs, - -+ , T, estan sometidas a operaciones de suma y
producto por numeros.

No son lineales por ejemplo las ecuaciones:
?—y+5=0 r+2=1 mhz+2=y

Un sistema lineal es aquel que consta inicamente de ecuaciones lineales, como
por ejemplo

3z — 2y + 4z = 3
y — 17z = =33
20y — 192 = -—18
o por ejemplo
z + 2y — 3z + t = 34
2x + y + =z — 2t = b

El problema central del algebra lineal es la resolucion de sistemas de ecua-
ciones lineales.
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2. Sistemas de ecuaciones lineales

Definicion 2.1 Un sistema de m ecuaciones lineales con n incodgnitas se
escribe de forma genérica como:

a11T1  +a12Z2  +a13T3 +-0 +aT, = b
a2171  +ax2  tasrs +-o0 +aT, = b
am1%1  +HameT2  Fam3tz +0 FQmnTn = by
A toda n—tupla (x1,x2, - ,x,) que cumpla las ecuaciones de (S) se le llama

solucion del sistema.

Los sistemas mas faciles de resolver son los sistemas triangulares.

Ejemplo 2.1. Resolver el sistema

22+ y + 2z = 1
y + 2z = 4
4z = 4

Solucion:

Primero hallamos z en la tercera ecuacion, z = 1.

Sustituyendo en la segunda ecuacién obtenemos, y = 2; y sustituyendo la
primera ecuacion da x = —1. A este mecanismo lo llamamos sustitucién

hacia atras. O
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Ejemplo 2.2. Obtener un sistema triangular a partir del sistema de 3 ecua-
ciones con tres incognitas:

2z + y + z = 1
x + y = -2
—2r + 2y + z = 7

= Restamos de la segunda ecuacién, la primera multiplicada por 2, y l\/ia,
sumamos a la tercera ecuacién, la primera. Obtenemos asi un sistema
equivalente al anterior:

2 + Yy + z = 1
-y — 2z = -4
Jy + 2z = 8

Ahora, con la segunda y tercera ecuacién eliminamos vy,

= Sumamos a la tercera ecuaciéon la segunda multiplicada por 3:

SISTEMAS

20t + y + z = 1
-y — 2z = -4
— 4z = 4
La solucién como antes es, z =1, y = 2 y x = —1. Al proceso seguido se le
e . ] 7, : . << >
llama eliminaciéon gaussiana o método de Gauss . Cuando el sistema tiene
solucién decimos que es compatible. <
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2.1. Sistemas equivalentes

Definicién 2.2 Dos sistemas con las mismas incognitas y con la misma solu-
cion se llaman equivalentes. Por ejemplo

3. — 2y = 9 3. — 2y = 9
20 4+ 2y = 6 r + y = 3
son equivalentes pues tienen la misma solucion x = 3 y=0.

2.2. Transformacion de sistemas

;Qué tipo de transformaciones podemos realizar en un sistema para que
siga siendo equivalente?. Como vimos en el ejemplo inicial, resuelto por elim-
inacién gaussiana, tres cosas podemos realizar en un sistema para conseguir
otro equivalente:

[ Intercambiar de posicién dos ecuaciones entre si.

[ Multiplicar una ecuacién por un nimero.

[J Sumar a una ecuaciéon un multiplo de otra.
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Ejemplo 2.3. Resolver por eliminacién gaussiana el sistema:

3r — 2y + 4z = 3
°or — 3Jy + =z = —6
d + 4y — =z = =2

Solucion: El primer paso es multiplicar la segunda ecuacion o fila por 3 y
restarle la primera por 5, lo abreviaremos como 3f; — 5 f1

3z — 2y + 4z = 3 — 3r — 2y + 4z = 3
50 — 3y 4+ =z = —6 = y — 17z = =33
c + 4y — z = =2 = + 4y — A= -2

después restamos a la tercera multiplicada por 3 la primera multiplicada por
4:

. 3 - 2y + 4z = 3
3fs—4
%E h y — 17z = =33
20y — 192 = -—18
y por ultimo, restamos a la tercera ecuacion la segunda multiplicada por 20:
3. — 2y + 4z = 3
3—20f2
fs = ! y — 17z = =33
321z = 642
Ahora por sustitucién hacia atras se obtiene, z =2; y =1y x = —1.

Cuando un sistema tiene una unica solucién diremos que es Compatible De-
terminado.

O
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Ejemplo 2.4. Resolver por el método de Gauss el sistema:

3r — 2y + =z = 1
T + y - 2z = 2
6z + y — 2z = 7

Solucion: M
En un primer paso eliminamos z en la 2% y 3% ecuacién con, 3fo— f1 vy f3—2 f1 a.

3z — 2y + =z = 1 i 3z — 2y + =z = 1
Sifp= i1

r + y - z = 2 )— 5y — 4z = 5

6r + y — 20 = 7 ) 5y — 42 = 5

y por ultimo, restamos a la tercera ecuacién la segunda

. 3r — 2y + 2z = 1 =1+ éz
EERELN 5y — 4z = 5 = ?
0 = 0 z=1+ 3

SISTEMAS

Resulta que la ultima ecuacién es linealmente dependiente de las otras.
Hay infinitas soluciones segiin demos valores a la variable libre z.
Cuando un sistema tiene infinitas soluciones diremos que es Compatible In-

determinado <44 P>
0 <
<4 Doc Doc
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Ejemplo 2.5. Resolver por el método de Gauss el sistema :

3r — 2y + =z = 1
T + y - 2z = 2
6z + y — 2z = 7
Solucion:
3z — 2y + =z = 1 3z — 2y + 2z = 1
3fa—f1
® oA o = 2= A p— 5y — 4z = 5
6 + y — 2z = 10 R by — 4z = T
y por ultimo, restamos a la tercera ecuacion la segunda
3z — 2y + =z =1
Bl N 5y — 4z = 5
0 = 2
Resulta que la tltima ecuacién es absurdo.
El sistema inicial es equivalente a un sistema que no tiene solucion.
Cuando un sistema no tiene solucién, diremos que es Incompatible O
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2.3. Clasificacion de los sistemas

De los tres ejemplos vistos anteriormente segtin un sistema tenga solucion

dnica o infinitas o bien no tenga soluciéon podemos establecer la siguiente <

. ., s=B+py
clasificacion: SOCIALES

Determinado
(Solucion inica)
Compatible
Sistema Indeterminado
(Infinitas soluciones)
Incompatible No tiene solucion
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3. Método de Gauss Reducido

El método de eliminacion que hemos aprendido se realiza de forma es- A\
quemdtica omitiendo las incégnitas y fijandonos tnicamente en los coefi- B
cientes y los términos independientes del sistema . :0-:: LES

Sea el sistema de ecuaciones:

3z — 2 + 4 = 3 Ma
5 — 3y + =z = —6
d + 4y - 2z = =2

r=A+Au

Omitimos las incognitas y almacenamos en dos cajas-matrices los coeficientes
junto con los términos independientes.

Designamos a la matriz de los coeficientes como A y a la matriz mayor de
los coeficientes junto con los términos independientes la matriz ampliada AM.

SISTEMAS

A
3 -2 4 3
5 -3 1 —6
4 4 -1 -2
AM << > >
Para su discusién y resolucion realizamos como anteriormente las transforma- <

ciones elementales pertinentes para triangular el sistema, la tinica diferencia <Dos|Doo
oC oC
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http://personales.unican.es/gonzaleof/

Seccién 3: Método de Gauss Reducido 12

es que no escribimos las incognitas.

s (3 -2 4 3\ 3 —2 4| 3
Shth [ g 1 —17|—33 |35 | o 1 —17|—33
4 4 -1 -2 0 20 —19|—18

A continuacién restando a la f3 la fo por 20 obtenemos la matriz de los
coeficientes de forma triangular

y 3 -2 4| 3
S0 [ g 1 17| —33
0 0 321 642

El nuevo sistema se resuelve por sustitucién hacia atras:
3212z=0642= 2z =2 entrando en la f;

y—17(2)=—-33=y =1 entrando en la f;
32-2(1)+4(2)=3=>z=1

Ejercicio 1. Resolver por el método de Gauss reducido el sistema, :

r+y+z = 3
20 +3y—5z = 0
3x—y+2z = 2
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Ejemplo 3.1. Resolver por el método de Gauss reducido el sistema:

T + y + z= 5
2z — y + =z= 11

3z + 2z= 17 s:)-z;:lns
Solucion:
Ma
1 11| 5 ) 1 1 115
9 -1 1|11 |22 0 -3 —1]1
3 0 217 ) #3 \o 3 —1|2
1 1 115
fa—J2 0 -3 —-1|1
0 0 o0]2

La ultima ecuacion se reduce a 0 = 2, que es absurdo luego sistema es incom-
patible y no tiene solucion.

SISTEMAS

O
Ejercicio 2. Resolver por el método de Gauss reducido el sistema, :
2r+3y+42 = 9 << >
—dr+y = 1 <
3x+y+2z = 0
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3.1. Ecuaciones dependientes

Cuando en el proceso de reduccién-eliminaciéon nos encontramos con una
fila de ceros, corresponde a una ecuacién que es dependiente de las otras.

Ejemplo 3.2. Resolver por el método de Gauss el sistema:

r — Yy + 2z2= 2
3z + 2y — Tz= 9
5¢c + b5y — 16z= 16
2 + 3y + bz= -7
Solucion:
fa — 3/ 1 -1 2 2 1 -1 2 2
fa—5f1 0 5 —13 3 f3—2fa 0 5 —13 3
fa—2f1 0 10 —26 6 fa—fo 0 0 0 0
0 5 1] —11 0 0 14 | —14

Observese que la tercera fila-ecuacion se reduce a la identidad 0 = 0. Decimos
que la tercera ecuacién es linealmente dependiente de las otras ecuaciones. El
nuevo sistema triangular se resuelve por sustitucién hacia atras:

4z=-14=|z=—1]
5y—13(-1)=3= entrando en la f;
g—(-2)+2(-1)=2=[z=2]

entrando en la fo
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Ejemplo 3.3. Comprobar que en el siguiente sistema hay dos ecuaciones ,
dependientes S
w o= g 4 2z= 2 SOCIALES
z + z2= 2
2 — y + 3z= 4 ]\ 4 g
y — z= 0
Solucion:
1 -1 212 1 -1 212 1 -1 212
1 0 1|2 fa—f1 0 1 —-1]0 f3+rf1 0 1 —-1]0
2 -3 3| 4 f3—2f1 0 -1 —-1]0 fo—fa 0 0 010
0 1 —-1]0 0 1 —-1]0 0 0 00

Hay dos ecuaciones dependientes. El sistema se reduce a las dos primeras.
Es compatible indeterminado. Expresamos las soluciones de = e y en funcién
de z.

SISTEMAS

y—2=0 :> entrando en la fo
r-y+2=2=[v=2—2¢] << »»
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3.2. Soluciéon parametrizada de un sistema

Cuando un sistema es compatible indeterminado es decir tiene infinitas
soluciones podemos elegir incégnitas que toman valores libres y expresar las
incognitas principales en funcién de estas incognitas libres o secundarias.

A las incognitas libres tambien les llamamos parametros.

Por ejemplo la ecuacion x +y = 2 tiene infinitas soluciones. Si despejamos
z en funcién de y las soluciones se pueden obtener de la expresién

rT=2—-y
dando valores a y. Si expresamos y como un valor que puede ser arbitarrio A
= 2—A
{ x AER
y = A
Podemos dar valores a A y obtenemos sucesivas soluciones, como por ejemplo
A=0= z=2 y=0
A=2 = =0 y=2---
Hay tantas incognitas principales como ecuaciones, las demdas pasan a ser
secundarias o parametros, y pasan junto con el término independiente.

MATEMATICAS
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Ejemplo 3.4. Expresar la solucién del sistema en forma parametrizada.

T — Yy + z= 2
y + z= 5

Solucion:

El sistema ya tiene forma reducida o triangular. Es compatible indeterminado,
tiene infinitas soluciones.

Para expresar todas las soluciones, elegimos x e y como incognitas principales
y pasamos a z al término independiente como incégnita secundaria o libre.

® o= @y = A =z
y = 5 —z

S [5=5=2] ©-G-2)+:=2[p=7-2%]

Quedando las soluciones expresadas de la forma

T = T7-—2z

Yy = d9—2%
O también, para indicar que z toma libremente cualquier valor lo expresamos
como un parametro A, quedando la solucién en forma parametrizada

T = T7T—2\
y =  5—=A ANER
z = A

SISTEMAS
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Ejemplo 3.5. Resolver el sistema siguiente:

r + Yy = =z 2
3r. — 2y + = 1
6 + y — 2z2= 7

Solucion:

1 1 —1]2 s 1 1 —1| 2 1 1 -1
3 —2 1|1 |20 o0 5 a5 | L0 -5 4
6 1 —2|7 ) f36h 0 -5 4| -5 0 0 O

Es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.
Para expresar todas las soluciones, elegimos x e y como incégnitas principales
y pasamos z al término independiente como incégnita secundaria o libre.

—Sy=-b—-4dz=|y=1+-2 entrando en la f;

4 1
x+(1+3z)—z:2:> :Czl—i—gz

1
= 14+=X
az T 5
y en forma parametrizada y = 1+ % A 1
A A

SISTEMAS
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Inicio del Test Responder a:

1. Un sistema que tiene solucién es

D determinado I:l compatible I:l incompatible
2. Un sistema que no tiene solucién es
D determinado D compatible D incompatible
3. Un sistema que con solucién tnica es
D determinado I:l indeterminado I:l incompatible
Final del Test
[Puntos: |  Correctas |
Test. Sea el sistema
r+y = 2 }
2v+2y = ?
el valor de ? para que sea compatible indeterminado es
(a) cualquiera (b) 2 (c) 4

Ejercicio 3. Resolver por el método de Gauss el sistema :

r—2y—3z = 2
3c+y+z = 3
T+byt+7z = -1

19

MATEMATICAS

2° Bachillerato

s=B+py

SOCIALES

<« Doc Doch

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

i : i MATEMATICAS
Seccién 3: Método de Gauss Reducido 20 ; :
2° Bachillerato

Ejercicio 4. Resolver por el método de Gauss el sistema :

r+5y+2z = 8
3xr—y—2z = 8
20 —z = 6
Ejercicio 5. Resolver por el método de Gauss el sistema, : ]\ 1 q
2cr+y—z+t = 3
z+2t = 3

Ejercicio 6. Resolver por el método de Gauss el siguiente sistema:

zr + y + z + t= 5

2 — y + z + 2t= 11
xr — y + 2z — 2t= 0
z + 2y + 3t= 8
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A+Au

Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 1.

1 1 1|3 1 1 1] 3 o
9 3 _51]0 f2a—2 11 0 1 -71| -6 SOCIALES
3 -1 2|2 ) #3h \o 4 —1|-7
D Mal
fa+4 f2

11
01 —-7| -6 Compatible Determinado
0 0 —29|-31

De la tercera ecuacién sacamos | z = 31 i 7
29 <

De la segunda despejando |y = 43 E
29 [

y de la primera ecuacién obtenemos | x = E . C%‘)
29 —

N

Ejercicio 1

<4< > >
A |
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Ejercicio 2.

2 3 419 3 4| 9
—4 1 01 | k24, 7 8| -8
31 2|0) 2830 \o -7 —8|-27
2 3 4] 9
Satlz [ g 7 8 19 Sistema Incompatible
0 0 0f-27

Ejercicio 2

MATEMATICAS
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Ejercicio 3.
1 -2 -3 2 5 1 -2 =3 2
3 01 1] 3 |25 (0 7 10]-3
1 5 7|-1) #7" \o 7 10|-3
1 -2 -3 2
Eiint N ) 7 10| -3 Compatible Indeterminado
o 0 O 0
La tercera ecuacion es linealmente dependiente de las otras.
Elegimos como variable libre z = A.
3 10
Despejamos en la 2% ecuacién y = —= — - Ay luego despejamos x en la 1*

ecuacion, obtenemos las infinitas soluciones en forma parametrizada:

= 24
v 717
310

- 2
Y 70T

A — A

Ejercicio 3

MATEMATICAS
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Ejercicio 4.

N O =

8 f3—5 f2
—_—

La tercera ecuacién es linealmente dependiente de las otras.

O =

218 ( 1 5 2
—ols | 2230 [ o —16 -8
—1l6 ) #2 \ o —10 -5
5 2] 8
16 -8 | 16
0 0| o0

Elegimos como variable libre z = .

24

8

—16
—10

es compatible indeterminado

1
Despejando en la segunda ecuacion y = 1 — 5 Ay despejando x en la primera

ecuacion, obtenemos las infinitas soluciones en forma parametrizada son:

1
= Y
T 3+2
1
= 1—=2A
4 2
Z = A

Ejercicio 4

MATEMATICAS
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Ejercicio 5.

21 -1 1
0 0 1 2

> es compatible indeterminado

3 B

Elegimos como variables libres t = A y « = p. SOCIATES
Despejando en la 2* ecuacién z = 3 — 2 A y despejando y en la 1* ecuacion,
y=3—-2u+3—-2XA—A=6—2u— 3\ Mal
Quedando las infinitas soluciones en forma parametrizada como:

S K

y = 6—-2pu—3X

B = 3—-2A

A A

Ejercicio 5

SISTEMAS
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Ejercicio 6.

1 1 1 1| 5
oo |0 =3 -1 ol 1
fa— fu 0 -2 1 -3|-5 |~
faimho g 1 -1 2] 3

Hemos intercambiado la f, ala fy por comodidad para conseguir como pivote

un 1. Reducimos con f5+3fy y f1+ 2fs.

1 1 1 1] 5 1

01 -1 2| 3 4fa—f3 0
_

0 0 —4 6110 0

00 —1 1| 1 0

El nuevo sistema triangular se resuelve por sustitucién hacia atras:

2t — 6= [t=3]

—424+6(3)=10= entrando en la fo
y—(2)+23)=3= entrando en la f;
g+ (-)+@)+ @) =5=[z=1]

(=il

[

0

entrando en la f3

MATEMATICAS
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A+du
1 1 1| 5 ,
1 -1 2| 3 s
s=B+py
-3 -1 0 1 SOCIALES
-2 1 -3|-5

Mal

1 1 5
-1 2 3
—4 6] 10 2
0 —2| -6 ;
€2}
=
N
[ —
0P
Ejercicio 6 - | >
|
<4 Doc Doc p»
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Soluciones a los Tests

Solucién al Test: El nimero buscado es 4, pues para que sea compatible

indeterminado la segunda ecuacién debe ser el doble de la primera. %
Final del Test Suc.:lgs
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