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 Hacia la universidad  Geometría   
OPCIÓN A 

1 a) Calcula tres vectores que sean perpendiculares a )1,2,1(−=u


 pero que no sean paralelos entre sí. 

b) Calcula un vector que sea perpendicular a la vez a u


 y al primero que has dado como ejemplo del 
apartado anterior. 

 

a) Los vectores deberán ser de la forma a


 = (x, y, z) tal que −x + 2y + z = 0 

Tres ejemplos son (1, 0, 1), (2, 1, 0) y (3, 1, 1). 

b) 1 2 1 2 2 2
1 0 1

i j k
i j k− = + − =

  
  

(2, 2, –2) || (1, 1, –1) 

 

2 Dadas las rectas que tienen por ecuaciones 
m
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a) Halla el valor de m y n para que r y s sean paralelas. 

b) Para los valores calculados de m y n, calcula la ecuación del único plano que contiene a las dos 
rectas. 

 

a) Para que sean r y s paralelas, sus vectores deben ser linealmente dependientes. 

Un vector de r es (4, 2, m). Un vector de s es 1 2 1
2 1

i j k

n
−

−

  

 = (2n + 1, 2 – n, 5) 
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b) Un punto de r es A(3, −1, −1). Un punto de s es B(−5, 0, −8). 

El plano pedido tiene por vectores (2, 1, 4)  y  AB  = (–8, 1, −7) 

La ecuación es 
2 8 3
1 1 1 0
4 7 1

x
y
z

− −
+ = 

− +
11x + 18y − 10z − 25 = 0 

 

3 Se consideran los puntos A(1, −2, 4) B(2, 2, −1) y C(−1, 0, 2): 

a) Calcula las coordenadas del punto D de forma que ABCD sean los cuatro vértices de un 
paralelogramo. 

b) Calcula el área del paralelogramo. 

c) Calcula la medida de la altura del paralelogramo correspondiente a la base de extremos A y B. 

 
a) Sea M el punto medio de A y C: M(0, −1, 3) 

M debe ser también el punto medio de B y D. Por tanto, D(−2, −4, 7). 

b) El área del paralelogramo coincide con el módulo del producto vectorial de AB  = (1, 4, –5) y AD  = (–3, –2, 3) 

1 4 5
3 2 3

i j k
− =

− −

  

(2, 12, 10) 2481001444 =++= S  u2 

c) 4225161 =++=AB   altura = 
21
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42

248 =  u 
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4 Dado el punto A(−3, 0, −4) y la recta 




=+
−=−
2

2
:

zy
yx

s  

a) Calcula las coordenadas de proyección ortogonal de A sobre s. 

b) Calcula la distancia del punto A a la recta s. 

c) Calcula las coordenadas del punto simétrico de A respecto de s. 

 

a) Sea π  el plano perpendicular a s y que pasa por A. 
El vector de dirección de s es el vector normal de π . Entonces: 

110
011 −
kji


 = (–1, –1, 1)  π : x + y − z + d = 0. Como pasa por A, d = −1  π : x + y − z − 1 = 0 

La proyección M es la intersección de π  y de s: M 1 5 1
,  ,  

3 3 3
 − 
 

 

b) d(A, s) = d(A, M) =
3

258

9

169

9

25

9

64 =++  

c) M es el punto medio de A y A'. Entonces A'
7 10 14

,  ,  
3 3 3

 
 
 

. 

 

5 Dada la recta zyxr −=−=
−

1
22

1
:  y el punto P(–2, 0, 3). 

a) Calcula la ecuación del plano π  que es perpendicular a r y que pasa por P. 

b) ¿Cuántas rectas hay que sean perpendiculares a r y que pasen por P? 

c) Calcula la ecuación de la recta s perpendicular a r y que pasa por P de forma que r y s sean secantes. 

d) Calcula la distancia que separa a P de r. 

 

La ecuación de la recta en forma continua es 
1

1

22

1
:

−
−=

−
=− zyxr  

a) El vector de dirección de r es perpendicular al plano. Por tanto, π  : 2x – 2y – z + D = 0. 

Como, además, π∈P –4 – 3 + D = 0, luego D = 7 y π  : 2x – 2y – z = –7 

b) Hay infinitas: todas las rectas contenidas en π  y que pasan por P. 

c) El punto de intersección de r y s coincidirá con el punto de intersección de r y π . Este punto será: 

( )
9

8
71)2(2212 −=−=−+−⋅−+⋅ tttt  

7 16 17
,  ,  

9 9 9
Q r s  = ∩ = − 

 
 

La recta buscada pasa por P y por Q. Entonces: 

2 11

: 16

3 10

x t
PQ y t

z t

= − +
 =
 = −

 

d) ( ) ( )
3
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,, =++== QPdrPd
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6  Dados los puntos del espacio A(1, –1, 2), B(0, 3, –2) y C(4, 0, –3): 

a) Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por A y B. 

b) Escribe la ecuación general del plano π  que pasa por A, B y C. 

c) Escribe la ecuación del plano 'π  que es perpendicular a π  y que contiene a r. 

d) Halla la distancia que separa a C de 'π  y la distancia que separa a C de r. 
 

a) r :







λ−=
λ+−=

λ−=

42
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1

z
y
x

 

b) AB  = (−1, 4, −4); AC  = (3, 1, −5)  025131716:0
254
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=−++π=
−−−
+
−−

zyx
z
y
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c) 03271740:'0
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=−−−π=
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+
−−

zyx
z
y
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d) 
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3)27(3440
),()',(

222
=

++

−−⋅−⋅
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7 Dadas las rectas r : 
1

2

2
1

−
+

==−
zyx , s : 

12

1

2

1

−
=

−
=

− zyx
: 

a) Comprueba que r  y s se cruzan y escribe las ecuaciones de la perpendicular común a ambas. 

b) Halla la distancia que separa a r de s. 
 

a) Pr (1, 0, −2); ru


 = (1, 2, −1); Ps(1, 1, 0); su


 = (2, 2, −1)  2
122
121rg =






−
− ; 3

210
122
121

rg =












−
−

 se cruzan. 

P(1 + λ , 2 λ , −2 − λ ); Q(1 + 2 μ , 1 + 2 μ , − μ ); PQ  = (2 μ − λ , 1 + 2 μ  – 2 λ , − μ  + 2 + λ ) es perpendicular a 

ru


 y su


  0
079

067
=μ=λ





=λ−μ
=λ−μ

 P(1, 0, −2); Q(1, 1, 0); PQ  = (0, 1, 2)  

Perpendicular común:



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
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=
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1

 

b) d(r, s) = d(P, Q) = 541 =+  u 

 
 

8 Se considera la esfera de ecuación x2 + y2 + z2 − 3x − 11y − 9z + 2 = 0: 

a) Calcula las coordenadas de su centro y la medida de su radio. 

b) Comprueba que los puntos A(0, −1, 2) y B(1, 1, −1) pertenecen a la esfera. 

c) Calcula la longitud de la cuerda de la esfera que tiene por extremos las intersecciones de dicha esfera 

con la recta 




=−
=+

2
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:
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zy

r  

 

a) 
2

3

21 =−= Dc ; 
2

11

22 =−= Ec ; 
2

9

23 =−= Fc   C 3 11 9
,  ,  

2 2 2
 
 
 

; 
2

203

444

222

=−++= GFEDr  

b) A(0, −1, 2)   1 + 4 + 11 − 18 + 2 = 0; B(1, 1, −1)  1 + 1 + 1 − 3 − 11 + 9 + 2 = 0 

c) Se resuelve el sistema y se obtienen P(1, 11, 9) y Q(2, 11, 9), por lo que la longitud de la cuerda será d(P, Q) = 1. 
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OPCIÓN B 

1 Los puntos A' y B' son las proyecciones ortogonales de los puntos A(2, –1, 1) y B(1, –3, 0) en el plano 
032: =−−−π zyx . 

a) Calcula las coordenadas de A' y B'. 

b) Comprueba que A, B, A' y B' son cuatro puntos coplanarios. 

c) Calcula el área del cuadrilátero de vértices A, B, A' y B'. 

 

a) Recta 
2 1 1

' :
2 1 1

x y zA A − + −= =
− −

;  
10 5 7

' ' ' ,  ,  
6 6 6

A A A A  = ∩ π  − 
 

 

Recta 
1 3

' :
2 1 1

x y zB B − += =
− −

; 
1 8 1

' ' ' ,  ,  
3 3 3

B B B B  = ∩ π  − 
 

 

b) Las rectas '' BByAA  son, evidentemente, paralelas. Por tanto, A, B, A' y B' son coplanarios. 

c) =×+×=+= BBABBAAASSS BABBAABABA ''
2

1
'''

2

1
'''''  

4

35

6

35

12

35

36

60

36

36

36

12

2

1

36

30

36

18

36

6

2

1 =+=





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




 −  

 

2 a) Calcula el valor de x para que los vectores u


 = (1, x, 0) y v


 = (x + 3, 2, –8) sean ortogonales y, para ese 
valor hallado, calcula el área del paralelogramo determinado por los dos vectores. 

b) Calcula todos los valores de y que hacen que los vectores ortogonales hallados en el apartado anterior 
junto con el vector w


 = (y, –1, y + 1) determinen un paralelepípedo de 20 unidades cúbicas de volumen. 

 

a) )8,2,2()0,1,1(10230 −=−=−==++⇔=⋅ vuxxxvu


 

12166464)4,8,8(
822

011 =++==
−

−=×=   
kji

vuS



u2 

b) 
1 1 0

, , 2 2 8 12 4
1 1

u v w y
y y

−
= − = −   

− +

  
1

12 4 20    si 2
312 4 20
1 4

4 12 20    si
3 3

y y y
y

y y y

 − = ≥  =− =  
 − = <  = −


 

 

3 Dados el plano π : 2x – 3y + z + 1 = 0 y la recta 






λ=
λ−=

λ−−=

2

1

:

z
y
x

r : 

a) Calcula el seno del ángulo que forman la recta r y el plano π . 

b) Halla la ecuación de la recta s proyección ortogonal de r sobre π . 

 

a) sen(r, π ) = 
| (2, 3,1) · ( 1, 1,2) |

4 9 1 1 1 4

− − −

+ + + +
3

2 21
=   

b) El plano que contiene a r y es perpendicular a π  es x + y + z + 1 = 0. Entonces s : 




=++−
=+++

0132

01

zyx
zyx
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4 Calcula las coordenadas del centro y la longitud del radio de la superficie esférica de ecuación x2 + y2 +   
+  z2 – x + 4y + 4 = 0 y estudia la posición relativa del plano π  : 2x – y + z = 0 respecto de dicha superficie. 

 

2

1
;0,2,

2

1

2

1
)2(

2

1
2

22
2

=





 −






=+++






 − rCzyx    

π>=
+−+

+⋅
=π rCd

6

3

1)1(2

2
2

1
2

),(
222

  es exterior a la esfera. 

 

 

5 Dadas las rectas 
( )





=
−+=

zx
yax

r
21

:  y 




−=−
=+−

22

01
:

azax
zy

s : 

a) Averigua su posición relativa, según los valores de a. 

b) Tomando a = 0, determina los puntos rP ∈  y sQ ∈  tales que la distancia entre P y Q sea mínima. 

 

a) Se discute el sistema










−=−
=+−

=
−+=

22

01

)2(1

azax
zy
zx

yax

 

Si a = 1 son paralelas; Si a = –1 son secantes, y en el resto de casos se cruzan. 

 

b) P(1, y, 1); Q(x, 1, 2); d(P, Q) = 1)1()1( 22 +−+− yx , que es mínima si x = 1, y = 1. 

Luego P(1, 1, 1) y Q(1, 1, 2) 

 

 

6 Se considera la recta 




=−+
=−−+

01

0123
:

yx
zyx

r . 

a) Determina la ecuación de la recta s que corta perpendicularmente a r y pasa por A(0, 2, 2) y las 
coordenadas del punto P, intersección de r y s. 

b) Halla la ecuación del plano π  que contiene a r y s, y la de la recta t perpendicular a π  por el punto P. 

Si Q es cualquier punto de t, explica, sin hacer ningún cálculo, qué relación hay entre las distancias de Q 
a r, a s y a π . 

 

a) P(1 – t, t, 2 – t); ru


 = (–1, 1, –1); PA  = (t – 1, 2 – t, t) 

PA · ru


 = 0   t = 1; P (0, 1, 1). Entonces s = PA es s: 






+=
+=

=

tz
ty

x

1

1

0

 

 

b) π   contiene a r y pasa por A: 
2 2

1 1 1
0 1 1

x y z− −
− −  = 2x + y – z = 0 

t: 






−=
+=

=

tz
ty

tx

1

1

2

. Las tres distancias son iguales, pues P está en r, s y π , y es el punto más cercano a Q.
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7 Halla el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los planos π : 2x – y + 2z – 6 = 0 y 
π ' : 3 x + 6y + 6z − 1 = 0. ¿Qué nombre recibe este lugar? 

Sea X(x, y, z) un punto genérico del lugar. 


++

−++
=

+−+

−+−
β=α

222222 663

1663

2)1(2

622
),(),(

zyxzyx
XdXd  Dos soluciones: 

01793
9

1663

3

622 =−−
−++=−+− yxzyxzyx

 

0191239
9

1663

3

622 =−++
−++−=−+− zyxzyxzyx

 

El lugar está formado por los dos planos bisectores. 

 

 

8 Calcula la ecuación en forma continua de la recta que es paralela al plano π : x − 2y − z − 1 = 0 y que corta 

perpendicularmente a la recta 






λ+=
λ=
λ=

1

:

z
y
x

s  en el punto P(1, 1, 2). 

Los vectores de dirección de r deberán ser perpendiculares al vector v


 = (1, 1, 1), vector de dirección de s, y al 
vector w


 = (1, –2, –1), vector normal de π . Por tanto, un vector de dirección de r será: 

3

2

2

1
1:)3,2,1(

121
111

−
−=−=−−=

−−
=×= zyxr

kji
wvu



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