Solucionario

Haclia 1a universidad Iy s ree

OPCION A

1. a) Define el concepto de funcién continua en un punto.

3x e—3x

b) Si f(x)= e;—, indica de forma razonada en qué valor x = a no esta definida f (x).
X

f(x) si x#0

. sea continua.
b si x=0

c) Calcula el valor be R para que la funcion g(x) ={

a) Sea a € R. fes continua en a si lim f(x) = f(a). Asi pues, para que f sea continua en a, debe ocurrir que:

X—a
1. a sea un numero del dominio de f.
2. Debe existir lim f(x), es decir, en cualquier intervalo centrado en a debe haber nimeros del dominio de f.

X—a

3. Debe existir limf(x) y ser el mismo nimero que f(a).

b) fno esta definida en x = 0 pues no se puede dividir por 0. Para cualquier otro valor de x, existe f(x).
f(x) six#0

. sea continua.
b six=0

c) Se pide calcular b para que g (x) = {
Si x # 0, fes continua, por lo que lo seria g.

3x -3x
Si x =0, g seria continua si Iim0 g(x) =g(0)=b, asi pues, b = Iim0 f(x)=lim %. Se presenta una
X— X— X

x—0

indeterminacion del tipo % , asi que, aplicando el teorema de L"Hdpital, se tiene que

e —e™x 363 43.e% 343 3 . 3
im —— = lim = = —, por lo que el valor b requerido es b= — .
x—0 4x x—0 4 4 2 2

2. Considérese el recinto limitado porla curva y = x? ylarecta y =3:

\Yp

PSS

[HIN

De entre los rectangulos situados como en la figura anterior, determina el que tiene area maxima.
Observando la figura, se ve que las dimensiones del rectangulo son 2xy 3 — X2. Asi pues, Area = 2x(3 - x2) con
X e [0\/5] pues las coordenadas del punto A son («/53)

Hay que hallar el maximo de f(x) = 2x(3 — x*) en [Ox/g]

F(X)=2(3-x)—2x-2x=6-6x°, f(x)=0six=1 6 —1.

Se calcula, pues, f(0), f(x/g) y f(1), y se elije el de mayor valor.

f0)= f(V3) =0y (1) = 4.

Asi pues, el rectangulo de area maxima viene dado por los puntos (1, 1), (1, 3), (-1, 3) y (-1, 1).
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Sea funa funcién derivable en todos los puntos y tal que f(0)=1, f(0)=2 y f”(0) = 3. Sea g(x) la funcién
definida por g(x) = 3[f(x)]* + 8f(x) . Calcula razonadamente g"(0).
gX)=3-2f(x)F(X)+8F(x)=F(x)[6f(x)+8] y g’ (x)=F"(x)[6f(x)+8] +6 F(x) - F(x), por lo que:

g(0) = £'(0) (6£(0) +8)+ 6 (f(0))>=3(6-1+8)+6-22=66.

2 X3

0 V1+ x2

a) Expresa I aplicando el cambio de variable t=1 + X

dx .

SeaI=J‘

b) Calcula el valor de |.

2 x2.x dx

0 1+ x2

a) Haciendo t=1 + X y dt = 2x dx, se puede poner [ = I , Yy cambiando los limites de integracion a la

2 x2.xdx lJ‘5t—1
2J1

—dt .
0 1+ x?

nueva variable t, seria: lzj

Jt

e[ 528 3l [ 320 2] 4ftes-a5-(2-o]-

(45 +4)- 20.45).

Obtén los maximos y minimos relativos, y los puntos de inflexion de la funciéon f(x) = x(In(x))2 siendo
In(x) el logaritmo neperiano de x.

FX)=(nx’+x-2Inx- l:Inx[2+|nx].
X

Asique f(x)=0solosix=106x= e con lo que los Unicos posibles maximos y minimos relativos son los puntos
de abscisa 1y e2. Como también se nos pide los puntos de inflexion, se calcula ’(x) y se utiliza la expresion
obtenida para decidir los extremos relativos.

I”(x):l [2+InX]+Inx- l= Z[1+Inx].
X X X

Se tiene, entonces
(1) > 0, asi que P(1, (1)) = (1, 0) es un minimo relativo.

1 4 L, . .
—, — | es un maximo relativo.
20 g2

’(e ) <0, con lo que Q(e’z, f(efz)) = [
e

f’(x) se anula solo si 1 + In x=0, es decir, x = e’
six<e ' F(x)<0.
six>e", ’(x)>0.

Se tiene entonces que el punto T(e‘1, f(e™’ )) = (l lj es el unico punto de inflexién.
e e

1
Sea f{x) una funcién derivable en (0, 1) y continua en [0,1] , tal que f(1) =0y I 2xf'(x)dx =1. Utiliza la
0
1
férmula de integracion por partes para hallar J. f(x)dx .
0

, 1 , 1 1 1
Como sz F(x)dx = 2x  (x) —Iz f(x)dx , es 1 =J'O 2% F(x)dx = [2x F(x)], - 2 J'O F(x)dx==2 f(1) =2 J'O F(x)dx .

Asi pues, J.;f(x)dx: %[2;’(1)—1]: —%.
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Calcula la base y la altura de un triangulo is6sceles de perimetro 8 y area maxima.

Llamando 2x a la base del triangulo e y a los lados iguales del triangulo, se tiene que: Area = x,/y? — x? .
Como 2x + 2y =8, es y =4 — x. Por tanto:

Area=x J(4-x)? = x? =x16-8x =2+4x% —2x* =f(x).

x e (0, 2) pues si x <0 6 x = 2 no habria triangulo.
Hay que encontrar, pues, el maximo de fen (0, 2).
1

2v4x2 - 2x3

El tnico valor que anula f'(x) y que esta en (0, 2) es x = % .

F(x)=2 (8x—6x2):Osix:Oésix:%.

Six< % ,F(x)>0ysix> % , f'(x) < 0, asi que el punto de abscisa %corresponde a un maximo absoluto de f(x)
en (0, 2).

Se tiene, pues, que la base del triangulo seria g , por lo que cada uno de los dos lados iguales también valdria

83 43
32 '

% ; el triangulo seria, pues, equilatero y su altura sera ——— = 3

-4

xX+2

Sea fla funcion definida para xe R; x # -2, por f(x) =
a) Determina, si es que existen, el valor de los limites: lim f(x) y limf(x).
x—=-2 x—2

b) Representa graficamente la funcion.

. -2 si X< -2
2_ - —|x-2 2 | ¥
a) fx) = X241 [x+2]ix 2':{ | x 2' Stx< D= {x+2 si 2<x<2.
X+2 X+2 | x-2] six>- X_2 si X>2
Asi pues:
lim f(x)= lim (x-2)=-4
X—-2" X—-2"

lim f(x)= lim (-x+2)==

x—-2" x—-2"

lim f(x) no existe porque lim f(x) # lim f(x).

x—>-2 x—-2" x—-2+
Por otra parte,
lim f(x)= lim(-x+2)=0

X—2" X—2"

lim f(x)= lim(x-2)=0

x—2" x—2"

lim f(x) = lim f(x) =0, por tanto, limf(x) =0
x—2" x—2% Xx—2

b) Y
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1.

OPCION B

Determina el dominio, puntos de corte con los ejes coordenados, asintotas, maximos y minimos relativos,
puntos de inflexidon e intervalos de crecimiento, decrecimiento, concavidad y convexidad (concavidad
hacia arriba y hacia abajo) de la siguiente funcién:

Y

-D(f)=R-{0, 3} - fes creciente en (-4, —2) U (0, 3) U (3, +)

- Cortes con los ejes: (-3, 0) - fes decreciente en (—, —4) U (-2, 0)

- Asintotas horizontales: y = -2 - Punto de inflexién: no tiene

- Asintotas verticales: x =3 - fes concava hacia arriba en (-4, -2) U (-2, 0) U (0, 3)
- Maximo relativo (-2, 3) - fes concava hacia abajo en (-, —4) U (3, +)

Sea R el rectangulo del plano con vértices en los puntos V; (0, 0), Vx(3, 0), V3(3, 9) y V4 (0, 9). Demuestra
que para todo valor de A la curva de ecuacién y = AX* + (3 — 3A)x pasa por los vértices V; y V3 y divide al
rectangulo en dos regiones. Calcula el area de dichas regiones y encuentra el valor de A para que la
region situada por encima de la curva tenga un area doble que la situada por debajo de la curva.

La curva dada pasa por V4(0, 0) sea cual fuere el niumero A pues 0=A - 0%+ (3-3A)-0.

Analogamente, pasa por (3, 9) pues 9 = 9A + (3 — 3A) - 3 para cualquier numero A.

Al tratarse de una parabola (salvo que A = 0) y pasar por los puntos (0, 0) y (3, 9) su vértice tendra ordenada
mayor o igual que 9 si A < 0 6 menor o igual que 0 si A > 0. En ambos casos, divide el rectangulo en 2
regiones. Si A =0, se trata de la recta y = 3x que también divide al rectangulo en dos regiones, en este caso de
igual area.

Para calcular el area de ambas regiones, se estudia por separadosiA<06si A> 0.
Si A <0, se obtendra el punto P, corte de la parabola con la recta y = 9.

En este caso, la parabola siempre estaria (dentro del rectangulo) por encima de la diagonal que une V; con Vs,
asi que el area de la region situado por encima de la curva no podria ser el doble del area de la regién situada
por debajo.

Se tiene, pues, que A > 0:
Se calcula el punto P, corte de la parabola con la recta de ecuacion y = 0:

_ 2 _ _
b, {y—Ax +B-3AN g, 3A-3 3

= 3—-— . Como el area del rectdngulo es 27, se obtendra A para

3
queJ. , [sz +(3—3A)x} dx sea 9, y asi la region por encima tendria doble area que esta.
3=

3 3 2
J's [Ax? +(3-3A)]ax = {Aﬁ+(3—3A)ﬁ} —0A+(3-34) D {5(3—3) +3‘3A(3_i) } _o.
3_% 3 2 3 2 A
A

Resolviendo A=106 A= % .

Si A =1, el tinico punto de corte de la grafica con el eje horizontal es el origen, pero si A = % , 3 — %: -3, por

lo que el punto cae fuera del rectangulo. Asi pues, la solucién pedidaes A=1,lacurvaes y= X y el area es

3
I x%dx= 9, siendo, entonces, el area del resto del rectangulo 27 — 9 = 18, como se pretendia.
0
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Halla b sabiendo que la recta y = b divide en dos partes, que tienen la misma area, la region acotada por
la curva de ecuaciéon y =9 — x” y el eje de abscisas.

Lacurvay=9- x? corta al eje de abcisas en los puntos x =3y x =— 3.
3

3 3 3 b.
Como J' (9—x2)dx=2J.(9—x2)dx=2 [9x—%} =2 - 18 = 36, se pide hallar b para que .[ 2(9—x2—b)dx= 18.
-3 0 0 by
Lacurvay=9—xzcortaalarectay=benIospuntosx=+ 9-b yx=—-,9-b
Jo-b Jo-b Joob
Asi pues,J. (9-x2 —b)dx=2J. (9—x2—b)dx = 18; es decir, .[ (9—b—x2)dx=09.
_Jo- 0 0

1 Jo-b
3} =9, de donde

Se tiene entonces que: {(9 —-b)x — 3 X
0

(9-b) vV9-b —%(Q—b) v9-b =9, porlo que

2 3 3
2e-no-b =0y e-b-i(Z] - R2 6 donde b9 9?,

2

ax’+b

De la funcion f(x)= , con a,be R, se sabe que pasa por el punto (1, 2), y que tiene una asintota

oblicua cuya pendiente es — 6.
a) Determina los valores de ay b de la funcion.

b) Determina, si existen, las asintotas verticales de dicha funcién.

a) Nos dicen que (1) = 2, es decir, 2 = at+b . Por otra parte, la pendiente, m, de una asintota oblicua viene dada
a -
2
por m= IimM = lim ax H; =-a=-6,conloquea=6yb=4.
X—o0 X X—o0 ax—Xx
6x° +4

b) La funcion es, por tanto, f(x) = y la recta x = 6 es asintota vertical pues, por ejemplo, lim f(x) = 4co.
x—6"

Halla los valores a, b y ¢ de forma que la funcion f (x) sea continua en el intervalo [-2, 3], derivable en el
intervalo (-2, 3) y tal que f(-2) = f(3):
ax+bx? si -2<x<0
f(x)= {

c+vVx+1si 0<x<3

f(x) es continua para x # 0.
Se estudia cuando f (x) es continua en x = 0:

limf(x)= lim (ax +bx?)=0 y limf(x) = Iim+(c+x/x+1):c+1:f(0).

x—0" x=0" x—0* x=0

Para que f (x) sea continua en x = 0 debe ser ¢ + 1 = 0. Luego ¢ = —1.
f(-2)=-2a+4byf(3)=c+2=1.Como hade ser f(-2) =f(3), entonces —2a + 4b = 1.

a+2bx si —2<x<0
f'(x)=9 1 . , fes derivable para x # 0. Se estudia cuando f(x) es derivable para x = 0:
si. 0<x<3
2Vx+1
limf'(x)=lim(a+2bx)=a y limf'(x) = lim ! = 1 . Para que f(x) sea continua en x = 0 debe sera = 1
x—0" x—=0" x—0" x=0" 2 x +1 2 2

1 o il s —2<x<0
y, por tanto, b = rE Por consiguiente, f(x)=+2 2

“1+vx+1 si 0<x<3
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Un almacén tiene forma de prisma recto de base cuadrada y un volumen de 768 m>. Se sabe que la
pérdida de calor a través de las paredes laterales vale 100 unidades por m?, mientras que a través del
techo es de 300 unidades por m. La pérdida por el suelo es muy pequeia y se puede considerar nula.
Calcula las dimensiones del almacén para que la pérdida de calor total sea minima.

Llamando x, x e y a las dimensiones del prisma, la pérdida de calor vendra dada por la funcion:

P(x, y) = X* - 300 + 4xy - 100. Como x2y= 768,es y= @ y la pérdida de calor se podra expresar como
X

f(x)=100 (3x2 +%)= 300 (xz +%j . x>0, asi que hay que encontrar el minimo de f(x) en (0, +oo).
X X

f’(x) = 300 [ZX - 1054
X

j, por lo que f/(x) = 0 si 2x° = 1024, 0 sea, x=8.Si0<x <8, f(x) <0y si x> 8, f/(x) > 0,

con lo que esta funcion presenta en x = 8 un minimo absoluto y las dimensiones del almacén son 8, 8 y 12 m.

Considera una funcion cuya representacion grafica en el intervalo (- 3, 3) es la siguiente.
a) Determina las abscisas de sus puntos extremos relativos. 1%

b) Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcion en el

intervalo (- 3, 3). /\ H

c) Haz un esbozo de la grafica de la derivada de esta funcion. 0/1/\ X

d) Sabiendo que la funcién es de la forma f(x) = ax* + bx* + c,
encuentra de qué funcién se trata.

a) f presenta maximos relativos en los puntos de abscisas —2 y 2 y un minimo relativo si x = 0.
b) fes creciente en (-3, -2) y en (0, 2) y decreciente en (-2, 0) y (2, 3).
c) La derivada es positiva en (-3, —2) y en (0, 2). La derivada es negativa en (-2, 0) y (2, 3).

Como f presenta maximos relativos en los puntos de abscisas -2 y 2 y un minimo relativo si x = 0, entonces:
f(-2)=f(0)=f(2)=0.

Y
d)f(0)=c=-1yFf(x)= 4ax® + 2bx, por lo que f(-2)=-32a-4b=0y 4
f(2)=32a+4b=0 1
Con esta informacién, es c=-1y b=-8a. Ademas como f(2) =1, se tiene b =1 1 X
ya= —% . Por tanto, f(x) =—%x4 +X—1.

a) Enuncia el Teorema Fundamental del Calculo Integral.

b) Aplica dicho teorema para calcular las abscisas de los maximos y minimos locales de la funcién

X
f:R - R definida por f(x) ='[ (t* —4t)dt sin efectuar la integracion.
0

X
a) El teorema fundamental del calculo integral afirma que si f es continua en [a, bl y F(x) = I f(t)dt , entonces
a
F es derivable y F’(x) = f(x).
X
b) Por el teorema anterior resulta que si f (x) = I(t3 —4t)dt , es f'(x) = X — 4x, porloque f(x)=0six=0, x=2,
0

x =—2. Como f”(x) = 3x* — 4, el punto de abscisa 0 se trata de un maximo relativo, pues f”(0) < 0, y los puntos
de abscisas 2 y —2 minimos relativos pues en ellos f’se anula y f”se hace positiva.
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Solucionario

Hacia 1a universidad s globales

PRUEBA GLOBAL 1

Opcion A

1. (1,5 puntos) Un cajero automatico contiene 95 billetes de 100, 200 y 500 euros y un total de 20 000. Si el
numero de billetes de 100 es el doble que el numero de billetes de 200, averigua cuantos billetes hay de

cada tipo.
Si hay x billetes de 100 €, y billetes de 200 € y z de 500 €, se tiene el sistema:
X+y+z=95
100x + 200y + 500z = 20000
Xx=2y
X+y+z=95 x =50
Resolviendo el sistema: < x+2y +5z=200 = y =25
x-2y =0 z=20

Por tanto, el cajero automatico contiene 50 billetes de 100 €, 25 billetes de 200 € y 20 billetes de 500 €.

x=1+2a-38
2. (1,5 puntos) Encuentra un sistema que tenga por soluciones:{y =2+a+f ,dondea, e R.
z=0-2f
x—1=20-3p3
De las igualdades dadas, se obtiene: {y—2=a+f
z=0-2
dedonde (x-1,y—-2,2)=0(2, 1, 1) + B(-3, 1, -2).
2 -3 2 -3 x-1
Por tanto, rg (1 1] =rg|1 1 y-2|.Elprimerrango vale 2, ya que % _13‘ =50 entonces el
1 -2 1 2 z
2 -3 x-1
segundo rango tiene que valer también 2, luego |1 1 y-2|=0=>3x-y-5z-1=0.
1 -2 z
x=1+20-3f3
Entonces la ecuacion con tres incognitas: 3x — y — 5z — 1 = 0 tiene por soluciones: <y =2+o+
z=0-2

3. (1 punto) Dados los vectores ii=(a, 1+a, 2a), Vv=(a, 1, a) y w =(1, a,1) se pide:
a) Determina los valores de a para los que los vectores ii,v y w son linealmente dependientes.

b) Justifica razonadamente si para a = 0 se cumple la igualdad - (Vxw) = 0.

a 1+a 2a
a) Se estudia el rango de la matriz cuyas filas son los vectores: A= | a 1 a
1 a 1

|Al=a+a(1+a)+2a°-2a-a(1+a)-a’=a’-a=a(@-1)=0sia=0,a=16a=-1.

Sia=0,a=106a=-1los vectores son linealmente dependientes.

0 10
b) u-(vxw) =10 1 0|=0portener dos filas iguales.
10 1
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z-2
7

a) De entre los planos que contienen la recta r, escribe la ecuacién cartesiana del que es paralelo a la
recta s de ecuaciones: x=y—-1=2z+2

(2 puntos) Consideralarecta r: x-1=y =

b) Halla la proyeccion ortogonal de la recta r sobre el plano obtenido en el apartado anterior.

a) Un vector de direccion de larecta res ¢ = (1, 1, 1) y un vector director de la recta ses v =(1, 1, 2). Por
contener a la recta r, U es un vector director del plano y por ser paralelo a la recta s otro vector de direccion del
planoes v .

El punto P (1, 0, 2) es un punto de la recta r, y por contener el plano a la recta r, P también pertenece al plano
que se busca.

La ecuacion del plano sera =0 . Operando, se obtiene: w: x-y-1=0.

b) La recta r esta contenida en el plano n: x—y —1=0, por tanto, la proyeccién ortogonal de la recta r sobre el

plano es ella misma.

(2 puntos) Se dispone de una chapa de acero que puede representarse por la regiéon del plano
determinada por la parabola y = - +4 ylarectay=1.

a) Dibuja la region que representa a la chapa y calcula su area.

b) Determina las dimensiones del rectangulo de area maxima que se puede obtener a partir de dicha
region con la condicién de que uno de sus lados esté en larectay = 1.

] V3 3
a) Puntos de corte: A (-JE, 1) y Q(JE, 1) . Area = 2[ (X2 +4-1)dx = 2[—%x3 +3x} =43
0

0

Y
(X
Al . Q
J 1\
o 1 X

b) Parece que el problema da a entender que se trata del rectangulo que, teniendo los dos vértices del lado
paralelo a la recta y = 1 en la parabola, tiene maxima area.

Llamando (x, 4 — x2) al vértice P, el problema se reduce a encontrar x para que 2x(4 — X - 1) sea maximo donde
0<x<+/3 pues el punto Q, cuya ordenada es 1, tiene por abscisa NEW

Sea, pues, f(x) = 2x(3 — X°) = 2(3x — X°).

Se busca el maximo de fen [0, \/5} :

f(x)=2(3 - 3x%) =0si x= 1, pero como nos encontramos en el intervalo [0, \/EJ , entonces x = 1.

Como f(0) = f(\/g) =0, las dimensiones del rectangulo son 2 y 2, es decir, un cuadrado de lado 2.
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——————4dx, donde se supone que a no es cero.
x“—(a+1)x+a

(2 puntos) Calcula la siguiente primitiva I

Al tratarse de un cociente de polinomios, se intentara factorizar el denominador.
)(2—(a+ 1)x+a=x2—ax—x+a =x(x—a)—(x—a)=(x—-1)(x—a)

Asi pues, se debe hallar J‘; ax .
(x=1)(x-a)
Descomponiendo el integrando en fracciones simples: = A + B = Alx—a)+B(x-1) , por lo
(x-1)(x-a) x-1 x-a (x=1)(x—-a)
que A(x—a)+B(x—1)=1(sia#1).
Tomandox:a,B:Lyconx:1,A:L,porquuej L dx = L In|x—1|+LIn|x—a|+C
a-1 1-a (x-1)(x-a) 1-a a-1
Si a=1, habria que resolver '[ dx = —L: L+ C.
(x=1)2 x-1 1-x
Opcion B

-1 1

(1,5 puntos) Determina las matrices X que conmutan con la matriz A =( 2 3

J , es decir, tales que
AX = XA.

Sea X = (; f) , supongamos que AX = XA

(—1 1) (x z) - (x z) (—1 1) - ( -X+y —z+1 j - (—x+22 x+32)
2 3 y t y t 2 3 2x+3y 2z+3t -y+2t y+3t
y—-2z=0
x+4z-t=0
2x+4y-2t=0
y—-2z=0
Suprimiendo la cuarta ecuacion, que es igual a la primera, se resuelve el sistema formado por las otras tres:
y—-2z=0 y=2z
x+4z-t=0 = {x=-4z+t, donde se puede ver que la primera ecuacion se obtiene como resta de las
2x+4y-2t=0 X=-2y+t

Igualando término a término y simplificando se obtienen cuatro ecuaciones:

X=—4r+u
=2 =2
otras dos, por lo que el sistema dependera de dos parametros: y=2z = y =2
xX=-4z+t Z=A
t=p
Las matrices buscadas son de la forma: X = (_4;“7:"” ﬁj

(1,5 puntos) Estudia el rango de la matriz siguiente, mediante transformaciones de filas y columnas,

b a a
indicando en cada caso las transformaciones realizadas: U= | a b a
a a b

Para el calculo del rango, son validas las siguientes transformaciones:

b a a F,—F,-F, b a a b a a b+2a a a
M=|a b a| —L25A 5 1a-b b-a 0 25| 1 -1 0 | &GS 0 -1 0
a a b a-b 0 b-a 1 0 -1 0 0o -1
(1)Sia—-b#0sesacaa—benFyen Fs.
eSia=b=0=>rg(M)=0 eSia=b=0=>rg(M)=1 eSiazb= rg(M)=>2 eSib#-2a= rg (M) =3.
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x-3y+6=0 x—2ay+4a-1=0
ax-3z+3=0 )

1,5 t Dadas | t : :
(1,5 puntos) Dadas asrecasr{ ys 2y-z-4=0

a) Averigua si existe algun valor de a para el cual las rectas estan contenidas en un plano. En caso
afirmativo, calcula la ecuacién de dicho plano.

b) Determina, cuando sea posible, los valores de a para los cuales las rectas son paralelas y aquellos
para los que se cruzan.

a) Se escriben las rectas r y s en forma paramétrica y se obtiene un punto y un vector director de cada recta:
x=t
riiy= 2+%t = P0,2, 1)y u= [1, % %) . Se tomara como U = (3, 1, a) pues es paralelo al anterior.

a

z=1+—t
3

x =1-4a+2at
siqy=t = Q(1-4a,0,-4)y v =(2a,1, 2).

z=-4+2t
Para que estén en el mismo plano, los vectores 4, Vv y QP = (4a -1, 2, 5) han de cumplir que:
3 2a 4a-1
1 1 2 |[=-a+1=0< a=1.
a 2 5

Por tanto,a= 1yenestecaso 4 =(3,1,1)y v =(2, 1, 2). Un vector normal del plano es:
n=(311)x(2,1,2)=(1,-4,1)

El punto P(0, 2, 1) pertenece también al plano, luego la ecuacion del plano buscada es:
1(x-0)-4(y-2)+1(z-1)=0= x-4y+z=-7

b) Por los resultados obtenidos en el apartado anterior:
No existe ningun valor de a para el que las rectas sean paralelas. Si a # 1 las rectas se cruzan.

(1,5 puntos) Dados los puntos A(1, 0, 0), B(0, 2, 0),C(3, 3, 0)y D(1, 1, 2):

a) Calcula el area determinada por el triangulo de vértices A, By C.

b) Calcula la medida de la altura h que parte del vértice B en el triangulo ABC.

B
c) Calcula el volumen del tetraedro determinado por A, B, Cy D. A
d) Calcula la medida de la altura H que parte del vértice D en el tetraedro ABCD. C
, IR ik 7 )
a) Area (ABC) = —|ABXAC|=—|det| -1 2 0|=—|0,0,-7)|===3,5u
2 2 2 3 0 2 2

b) La medida de h coincide con la distancia de B a la recta AC . Un vector director de esta recta es v = (2,3,0)

o . BAXV| [(-120)x(23,0 V
y un punto de la recta AC es A = (1,0,0). Por tanto: d(B,AC) = | | = |( Al )| - -

D
Ty ———) I U0 I 7
¢) Volumen (ABCD)=—|det(AB,AC,AD)|=—det 2 3 0f=—=14=Lu®
6 6 0 1 2 6 3
x-1 -1 2
d) El plano determinado por A, By Ces: | y 2 3=z=0=>mn:z=0.
z 0 0
1.0+1.0+21
Por tanto, d(Dmy= 01021 o,
(0,0,1)
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ax+be ™™ si x<0

2 puntos) Dada la funcion f(x) = .
@p ) (x) {bx2—23+1 si x>0

a) Determina los valores de a y b para los que f cumple las condiciones del teorema del valor medio en el
intervalo [-1, 1].

b) Para los valores de a y b calculados en el apartado anterior, halla el punto ¢ € [-1, 1] cuya existencia
garantiza el teorema del valor medio.

c) Para los mismos valores de ay de b, ;se cumplen las condiciones del teorema de Rolle en [-1, 1]?

a) Para que se cumplan las condiciones del teorema del valor medio ha de verificarse:
e fcontinua en [-1, 1]:
Si x # 0 f es continua por tratarse de composicion de funciones continuas.

Six=0: lim f(x)= lim(ax+be™*)=b=7f(0) y limf(x)= lim(bx*-2a+1)=-2a+1.
x—0" x—0" x—0" x—0"

fes continuaenx=0sib=1-2a.
o fderivable en (-1, 1):
a-be™ six<0

Si x # 0 fes derivable y ademas f(x) = .
2bx si x>0

Six=0: limf'(x)=lim(a—be™)=a-b y lim f'(x)=lim 2bx =0
x—0" x—0" x—0" x—0"

f es derivable en x = 0 si ademas a — b = 0. Es decir, si a = b.

xX+e¥
b=1-2a 1 3 si x<0
Resolviendo el sistema { se obtiene a=b = . Portanto, f(x)=1 ,
a= 3 x“+1
si x>0
3
b) Por el teorema del valor medio, existe ¢ € [-1, 1] tal que f(— 1) —f(1) =f(c)(—1-1).

Es decir, %1+§—§ =f'(c)-(-2)=f'(c)= 3%6 . Busquemos este valor:

Sic< O:%—%e‘c :3%6 . Resolviendo, ¢ =In2 — In(e — 1) = 0,15, que no es posible porque se suponia ¢ <0.

Sic>0: % c= 3%6. Resolviendo, ¢ = % = 0,07 , que es el valor buscado.

c) Para verificarse las condiciones del teorema de Rolle, ademas de las anteriores debe cumplirse f{(1) = f(- 1).

1 1 2 -1+e
)= —+—==#f—-1)=
(1) 373°3 =1)

. Entonces no se verifican todas las hipétesis del teorema de Rolle.

(2 puntos) Halla el area comprendida entre la curva y = 9-#% , el eje de abscisas y las rectas verticales
que pasan por los puntos de inflexién de dicha curva.
En primer lugar se hallan los puntos de inflexion de la funcién:

2
.:ﬁ = y“:z(:(j—xz_)f):o = xX*-3=0= x= -3 yX= V3 . Ademas estos puntos son puntos de
inflexion, porque la funcion cambia de curvatura en estos puntos.

ylasrectasy=0, x = -3 yXxX= J3.

Por tanto, se busca el area limitada por la curva y = 5 4 5

+ X
V3 V3 V3 V3 Y
= 4 Fdx=2| 4 7 dx=8| ! 7 ox=8| S S—
3 9+X 0 9+x 0 9+x 0 x )2
9 1+(—j
1..
NG 3
:EJ. L ldx:§-|:arctg£} zg[f_o]_ﬂ u? I D e e
3 3 3 3, 3\6 9 0 1 X
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PRUEBA GLOBAL 2
Opcién A
1 4 1 o -1 -1
(1 puntos) Sean las matrices A = [ 1 3 2J,B= {—1 1 ZJ.

-1 20 -1 0 1

a) Estudia si existe la matriz inversa de Ay, si es asi, calculala.
b) Determina una matriz X que verifique la ecuacion AB = AXA.

a) Como |A| = 9, la matriz A tiene inversa.

-4 -2 5 1 1 (-4 2 -1
La matriz adjunta de A es: Adj(A) = 2 1 2| LuegoA'= — (Adj(A)'==|-2 1 -1
-1 -1 7 [Al 9l 5 2 7

b) AB=AXA = A"ABA' =X = X=BA™"

0 -1 1), (4 2 -1 1 (-3 -3 -6
X=|-1 1 2|=]|=2 1 A|==|12 3 24
1 0 1)9( 5 2 7 9l 9 o 18

ax+5z=7
(2 puntos) Discute y resuelve en funcién del valor de a, el sistema { x+y—-az=-a.
xX+y+z=3
a 0 5
La matriz del sistemaes A= |1 1 —-a|=det(A)=a(@+1)=0sia=06a=-1.
11 1

e Sia#0, -1 el sistema es compatible determinado porque rg(A) = rg(A*) = 3. Se resuelve el sistema utilizando
la regla de Cramer:

7 0 5

a 7 5 a 0 7
-a 1 -a 1 -a -a 11 -a
|3 1 1] 2a-8 |13 1] 2a°-2a+8 11 3| a+3
a(a+1)  a’+a’ a’+a a+a a’+a a+1
10 0 5 7
e Sia=0.rg(A) =2, pues 1 1‘ =120,yrg(A*)=3,pues 1 0 0/=-8=0.Elsistema es incompatible.
11 3
10 0 5 7
e Sia=-1.rg(A) = 2, pues _1 1‘ =-1#0,yrg(A*)=3,pues [1 1 1|=0. Elsistema es incompatible.
1 3

(1 puntos) Dados los planos 1 : x+y+z=1;m: ax+y=1;yms : x+ (a+ 1) z=0, determina los valores
de a para los cuales:

a) Los planos se cortan en un solo punto.
b) Los planos se cortan en una recta.
xX+y+z=1

Hay que resolver el sistema: sax+y =1
x+(a+1)z=0

1 1 1 111 1
La matriz del sistema es A = [a 1 0 ] y la matriz ampliadaes A*={a 1 0 1. det (A) = - &@°
1.0 a+1 10 a+1 0

a) Sia#0.rg(A) =rg(A*) = 3, por tanto, el sistema es compatible determinado y los tres planos se cortan en un
punto.
b) Sia=0.rg(A) =2, pues ‘0 1 # 0. rg(A*) = 2, pues todos los determinantes de los menores de orden 3 se

10
anulan. Como rg(A) = rg(A*) = 2 el sistema es compatible indeterminado y los planos se cortan en una recta.
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2 puntos) Dado el planon: x+ y+ z=0, y la recta r:x—1=1=z_+1 se pide:
y y 1 2 2

a) Calcula el punto Q en el que se cortan el planoty la recta r.

b) Encuentra un plano 1’, paralelo a =, tal que el punto Q’ en el que se cortan el plano 1’ y la recta r esté a
distancia 2 del punto Q hallado en el apartado anterior.

x =1+t
a) Se escribe la recta r en forma paramétrica: r:Jy =2t
z=-1+2t

Se sustituye en la ecuacion del plano: 1 +t+ 2t—1 + 2t = 0. Por tanto, t = 0.
El punto de corte de la recta ry el plano T es Q(1, 0, — 1).

b) Por ser n y 7’ paralelos tendran igual vector normal. Por tanto, un vector normal del plano t’es n =(1,1,1).

R(a, b, ¢) es un punto del plano ', por tanto, la ecuacién del plano que se buscaes: (x—a) + (y—b)+(z—¢c)=0
Operando, t: x+y+z=a+b+c.

Se halla el punto de corte de la recta ry el plano «'. Para ello se sustituye en la ecuacién del plano la ecuacion

paramétricade larecta: 1 +t—a+2t—-b—1+ 2t— ¢ = 0. Resolviendo, { = LM.
Por comodidad se llama k = LISHC. Luego el punto de corte de la recta ry el plano ' es Q'(1 + k, 2k, 2k —1).

Ademas, se debe verificar que d(Q, Q') = 2. Por tanto:

3k si k>0

2=d(Q Q)= d((1, 0, —1),(1+k, 2k, 2k —1)) = 9K ={_3k S k>0

Portanto,k:g()k=£_|_uego atb+c _2 ja+b+tc -2
3 3 5 3 5 3
10 -10 . . o
Portanto, a+b+c= ? 6atb+c= —3 , por lo que se obtienen dos soluciones distintas:

T x+y+z—1—oorc x+y+z—£
3 3

(2 puntos) En agosto de 1548 el matematico Ludovico Ferrari le propuso a su colega Niccolo Fontana,
apodado Tartaglia, el siguiente problema: “Halla dos niumeros reales no negativos cuya suma sea 8, de
manera que su producto multiplicado por su diferencia sea maximo.” Obtén las soluciones de este
problema con dos decimales de aproximacion.

Llamando x e y a dichos numeros, se tiene que hacer maximo P = xy(x — y).
Comox+y=8,esy=8-xyP=x(8-x)(2x—-8)=- 2(x3 —12¢% + 32x) = f(x). Se debe hacer maxima la
funcién f(x) en el intervalo [0, 8] pues x > 0 y si x fuera mayor que 8, y seria negativo.

Se obtiene f'(x): f'(x) = —2(3x2 24x + 32).

P = 0'8i X _24%192 _ 24+8,/3 :4i%\/§.

Ambas soluciones estan en (0, 8), asi que el maximo pedido se encontrara en alguno de estos cuatro niumeros:

0,8, 4+_[ 4_1[
f(0)=0, f(8) =0, f(4+%\/§j =(4+%¢§j [4__\/-j 8 13- 8\/— 32

{e39)-(e0) 3ol (45 45

Asi pues, el maximo pedido se encuentraen x=4 + %\/5 con lo que los numeros pedidos son 4 + %\/5 y

- {4 +%\/§J 4 - —\/_ que con dos decimales de aproximacion son x = 6,31, y = 1,69.
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(2 puntos) Calcula un polinomio de tercer grado p(x) = ax®+ bx?+cx +d sabiendo que se verifica que:

i) Tiene un maximo relativo en x = 1.

ii) Tiene un punto de inflexion en el punto de coordenadas (0, 1).
1 5
i) j.o p(x)dx=z

Por la condicion i) es p’(1)=3a+2b+c=0.
Porii)es p(0)=1=dy p”(0)=0=2b, asi que p(x) = ax’ + cx + 1.
1 5

1
Finalmente, por iii) es j (ax®+cx+1dx=a- 1 +c— +1=—.
0 4 2 4

Asi pues, 3a+c=0ya+2c:=‘I,dedondeaz—% yc= % yp(x)=—%x3+gx+1.

Opcién B
(2 puntos) a) Si A es una matrizy a € R, ;cuando se cumple que rg(aA) = rg(A)? Justifica la respuesta.

1 1 1 -a
b) Estudia, en funcién de los valores de a, el rango de la matriz: B = [ a -1 1 aJ
1 1 1 a

a) e Sia =0y Ano es la matriz nula: rg(aA) # rg(A), pues rg(aA) = 0y rg(A) > 1.

* Si a =0, se verifica que rg(aA) = rg(A) para todo valor de a, pues ambas matrices tienen el mismo nimero de
filas linealmente independientes, ya que si se saca el factor comun a de la matriz aA, el rango no varia.

1 1 -1 -a Fy—Fy +F, 11 -1 -a
b)la -1 1 a| —225% 51341 0 0 O
1 1 1 a 22 0 O
Las filas primera y tercera son linealmente independientes. Si a # —1, la fila segunda es independiente. En
cambio, si a = —1, lafila es linealmente dependiente por ser la fila nula.
eSiaz—-1=rg(B)=3
eSia=-1=rg(B)=2

X a b c
.. a x b c|_
(1,5 puntos) Resuelve la ecuacion a b x ol 0.
a b ¢ x
X a b c o x+a+b+c a b ¢ (2) 1 a b ¢ (3)
a x b c|%|a+x+b+c x b c|'” 1 x b c| VY
a b x c| |a+tb+x+c b x c —(x+a+b+c)1 b x c| ~
a b c x a+b+c+x b ¢ x 1 b ¢ x
1 a b c
0 x—a O 0o |¥ x-a 0 0
=(x+a+b+c) =(x+tat+tb+c)|b-a x-b 0 |=
0 b-a x-b 0 b—a c-b x-c
0 b-a c-b x-c

=(x+a+b+c)x—-a)(x-b)(x—c)=0
1) Sumando a la primera columna las otras tres
2) Sacando (x + a + b + ¢) factor comun de la primera columna.
3) Restando a todas las filas la primera
4) Desarrollando por la primera columna.

Py

Luego las soluciones de la ecuacién son: xy=—(a+ b +c); x2=a;x3=byxs=cC.
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X+y+z-1=0

X—2y+22+4=0 y la recta s, determinada por los puntos P(1, 2, 0) y

(1,5 puntos) Dadas la recta r:{

Q(a, a, 1), se pide hallar a para que estas rectas estén contenidas en un plano. Escribe la ecuacion
general de dicho plano.

Se escriben las rectas r en forma paramétrica y se obtiene un punto y un vector director de cada recta:
X=6-4t

ridy=t = P(6,0,-5)y u = (-4,1,3).
z=-5+3t

s:P(1,2,0)y v=PQ =(a-1,a-2,1).

Para que estén en el mismo plano, los vectores u,v y PQ han de cumplir que rg( u, v y AP)=2:

-4 a-1 -5
1 a-2 2|=0=a=3.
3 1 5

Por tanto, a = 3 y, en este caso, U= (-4,1,3) y v = (2, 1, 1), luego la ecuacion del plano es:

-4 2 x-1
1 1 y-21=0=x-5y+3z+9=0
3 1 z

(1,5 puntos) Calcula el area determinada por el triangulo de vértices A(1, -3, -2), B(-1,1,3)y C(4,0, 3) y
halla la medida de la altura de dicho triangulo que parte de A y es perpendicular al lado determinado por
By C.

~15,6u?

V974
2

Area (ABC) = %|E xﬁ| = %|(—2, 4,5)x(3,3,5) =

La altura es la distancia de A a la recta BC :

|ﬁxﬁ| _ |(3,3,5)x(5,~1,0)| _Jo74
] |(5.-1.0)] J26

dA, = =~6,1u
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(2 puntos) Sea g(x) una funcién continua y derivable para todo valor real de x, de la que se conoce la
siguiente informacion:

i) g'(x)>0 paratodo xe (—,0)U(2,+), mientras que g’(x) <0 paratodo x e (0,2)
ii) g”(x)>0 paratodo xe (1,3) y g”(x)<0 paratodo xe (—o,1)U(3,+)

i) g(-1)=0, g(0)=2, g(2)=1

iv) lim g(x)=—~, lim g(x)=3

Teniendo en cuenta los datos anteriores:

a) Analiza razonadamente la posible existencia o no existencia de asintotas verticales, horizontales y
oblicuas.

b) Dibuja de manera esquematica la grafica de la funcién g(x).

a) No hay asintotas verticales pues g es continua en R. Hay asintotas horizontales por la derecha, la recta y = 3.
Puede haber, 0 no, una asintota por la izquierda.
b)

ol 1 X
(1,5 puntos) Estudia los siguientes limites:
a) lim (e"—xz)
X —>+o0
X X
x5 3% 1 6%
c) lim (\/x2 +x = x? —x)
X—y+oo
X X X X x
a) lim (e* —x2)= lim x (e——1jycomo lim xz(e——1jz+oo pues lim &= lim &= = jim & =+
X—>+00 X—>+oo 2 X—>+oo X2 X0 x X—te0 2X X402
(6) -8
b) lim 2% _ jim 18

x—+e0 3% 4 §X X—>+o0 3 X
&)

c) Iim( x2+x - xz—x)— lim x* X - (X =X~ im = lim ——
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